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Ein Lexer für Typen von F260 13 Konkrete Syntax

exception Error of string

datatype token = BOOL | INT | ARROW | LPAR | RPAR

fun lex nil = nil

| lex (#" ":: cr) = lex cr

| lex (#"\t":: cr) = lex cr

| lex (#"\n":: cr) = lex cr

| lex (#"b":: #"o":: #"o":: #"l":: cr) = BOOL:: lex cr

| lex (#"i":: #"n":: #"t":: cr) = INT:: lex cr

| lex (#"-":: #">":: cr) = ARROW:: lex cr

| lex (#"(":: cr) = LPAR:: lex cr

| lex (#")":: cr) = RPAR:: lex cr

| lex _ = raise Error "lex"

val lex : char list → token list

Abbildung 13.1: Ein Lexer für Typen

ner Wortdarstellung jedoch immer mehrere Zeichendarstellungen, da die Wörter durch
unterschiedlich viele Leerzeichen getrennt werden können.

Unter einem Lexer versteht man eine Prozedur, die prüft, ob eine Zeichenfolge lexika-
lisch zulässig ist und sie gegebenenfalls in eine Wortfolge übersetzt. Abbildung 13.1 zeigt
einen Lexer, der die beschriebene lexikalische Syntax für Typen realisiert. Die erkannten
Wörter werden dabei als Werte des Typs token dargestellt.

lex (explode "(int->bool)->int")

[LPAR, INT, ARROW, BOOL, RPAR, ARROW, INT] : token list

lex (explode " intbool->int ")

[INT, BOOL, ARROW, INT] : token list

Wenn man will, kann man die Deklaration des Lexers in Abbildung 13.1 als eine formale
Beschreibung der lexikalischen Syntax für die Typen von F ansehen.

Aufgabe 13.1 Deklarieren Sie eine endrekursive Prozedur

lex′ : token list → char list → token list

sodass lex′ [] cs für jede Zeichenfolge cs dasselbe Ergebnis liefert wie lex cs.

Aufgabe 13.2 Ändern Sie die Deklaration von lex so ab, dass die Wörter bool und int
immer durch mindestens ein Leerzeichen getrennt sein müssen.
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Konkrete und abstrakte Ableitungen 

konkrete Ableitung abstrakte  

Ableitung
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13.2 Phrasale Syntax für Typen

Die phrasale Syntax einer Sprache beschreibt, wie die Bäume der abstrakten Syntax
durch Wortfolgen darzustellen sind. Als Beispiel wollen wir eine phrasale Syntax für die
Typen von F definieren, die einerseits das Setzen überflüssiger Klammern erlaubt und
andererseits das Weglassen von Klammern rechts des Pfeils ermöglicht:

((int → int)) ! int → int

int → int → int ! int → (int → int)

Das Tolerieren überflüssiger Klammern hat zur Folge, dass jeder Typ mit unendlich vie-
len verschiedenen Wortdarstellungen beschrieben werden kann.

Die präzise Beschreibung der zulässigen Wortdarstellungen gelingt, indem wir zwei Ar-
ten von Wortdarstellungen, ty und pty, unterscheiden und diese verschränkt rekursiv
durch zwei syntaktische Gleichungen definieren:

ty :: = pty | pty "->" ty

pty :: = "bool" | "int" | "(" ty ")"

Die erste Gleichung besagt, dass eine Darstellung gemäß ty entweder eine Darstellung
gemäß pty ist, oder eine Darstellung gemäß pty, auf die das Wort "->" und eine Dar-
stellung gemäß ty folgt. Die zweite Gleichung besagt, dass eine Darstellung gemäß pty
entweder nur aus dem Wort "bool" besteht, nur aus dem Wort "int" oder aus dem Wort
"(" gefolgt von einer Darstellung gemäß ty und dem Wort ")".

Beachten Sie, dass jede Darstellung gemäß pty auch eine Darstellung gemäß ty ist. Die
zulässigen Wortdarstellungen für die Typen von F definieren wir als die Darstellungen
gemäß ty.

Wir bezeichnen ty und pty als syntaktische Kategorien. Das ty und pty definierende
Gleichungssystem bezeichnen wir als konkrete Grammatik.1 Die Wortdarstellungen ge-
mäß einer syntaktischen Kategorie bezeichnen wir als die Sätze (gemäß) der Kategorie.
Beispielsweise ist int → int ein Satz gemäß ty, aber kein Satz gemäß pty. Die Sätze der
Grammatik sind die Sätze der Kategorien der Grammatik.

Jeder Satz einer konkreten Grammatik kann mithilfe der Gleichungen der Grammatik
aus mindestens einer Kategorie der Grammatik abgeleitet werden. Die baumartige Dar-
stellung einer solchen Ableitung bezeichnen wir als Syntaxbaum. Hier ist ein Syntax-
baum für die Ableitung des Satzes int → bool → int aus der Kategorie ty:

1Konkrete Grammatiken sind eine Spielart der sogenannten kontextfreien Grammatiken.
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z ∈ Z Zahlen

c ∈ Con = false | true | z Konstanten

x ∈ Id = N Bezeichner

o ∈ Opr = + | − | ∗ | ≤ Operatoren

t ∈ Ty = bool | int | t → t Typen

e ∈ Exp = Ausdrücke

c Konstante
| x Bezeichner
| eoe Operatoranwendung
| if e then e else e Konditional
| fn x : t ⇒ e Abstraktion
| ee Prozeduranwendung

Abbildung 12.2: Abstrakte Syntax von F (Abstrakte Grammatik)

12.2 Abstrakte Grammatiken

Üblicherweise definiert man die abstrakte Syntax einer Sprache mithilfe einer schema-
tischen Darstellung, die als abstrakte Grammatik bezeichnet wird. Abbildung 12.2 zeigt
eine abstrakte Grammatik für die abstrakte Syntax von F. Die Grammatik entspricht im
Wesentlichen den Typdeklarationen in Abbildung 12.1:

• Die Grammatik definiert die Mengen Con, Id, Opr, Ty und Exp, die den Typen con,
id, opr, ty und exp entsprechen.

• Die Grammatik realisiert Bezeichner durch natürliche Zahlen, die Typdeklarationen
realisieren Bezeichner durch Strings. Es ist die Aufgabe der konkreten Syntax, die
konkrete Darstellung der Bezeichner zu regeln. Bei der abstrakten Syntax genügt es,
einen unendlichen Vorrat an Bezeichnern bereitzustellen.

Die Grammatik legt eine textuelle Notation für Phrasen fest, die sich an die konkrete Syn-
tax von Standard ML anlehnt. Auf die Angabe von Klammersparregeln wird verzichtet.
Die durch die Grammatik eingeführte Notation findet bei der Definition der statischen
und der dynamischen Semantik Verwendung. Die Metavariablen z, c , x, o, t , e bezeich-
nen im Kontext der Grammatik stets Objekte der jeweiligen Wertemenge. Als Beispiel
für die Verwendung der durch die Grammatik definierten Notation geben wir in Abbil-
dung 12.3 die Definition einer Funktion an, die zu einem Ausdruck die Menge der in ihm
frei auftretenden Bezeichner liefert.

Die durch die abstrakte Grammatik festgelegte Notation ist äußerst kompakt. Das wird
mit diversen notationalen Tricks erkauft, die auf die Intelligenz des menschlichen Lesers
vertrauen. Insbesondere wird auf die explizite Angabe der Konstruktoren Con und Id
verzichtet, wie man in Abbildung 12.3 sehen kann.
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ty

pty

"int" "->"

ty

pty

"bool" "->"

ty

pty

"int"

Aufgabe 13.3 Zeichnen Sie Syntaxbäume für ty und die folgenden Wortfolgen:

a) int → (bool → int)

b) (bool → bool) → int

c) int → (bool → bool) → int

13.2.1 Affinität

Wir sagen, dass eine konkrete Grammatik affin zu einer abstrakten Grammatik ist, wenn
jede konkrete Ableitung durch genau eine abstrakte Ableitung und jede abstrakte Ablei-
tung durch mindestens eine konkrete Ableitung simuliert werden kann. Affinität stellt
also die notwendige Verbindung zwischen der phrasalen und der abstrakten Syntax ei-
ner Sprache her. Erwartungsgemäß ist unsere konkrete Grammatik für die Typen von F
affin zu deren abstrakten Grammatik:

ty :: = pty | pty "->" ty

pty :: = "bool" | "int" | "(" ty ")"

t = bool | int | t → t

Machen Sie sich die Affinität an dem folgenden Beispiel klar, das zwei konkrete Ablei-
tungen zeigt, die dieselbe abstrakte Ableitung simulieren:

ty

pty

"bool" "->"

ty

pty

"int"

ty

pty

"("

ty

pty

"bool" "->"

ty

pty

"int" ")"

t

t

bool →

t

int

Der dem Begriff der Affinität zugrundeliegende Simulationsbegriff ist symmetrisch: Eine
konkrete Ableitung simuliert eine abstrakte Ableitung genau dann, wenn die abstrakte
Ableitung die konkrete Ableitung simuliert. Damit sorgt Affinität dafür, dass jeder Satz
der Grammatik mindestens einen abstrakten Typ darstellt, und dass umgekehrt jeder
abstrakte Typ durch mindestens einen Satz der konkreten Grammatik dargestellt werden
kann.
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Parsing  

Seien eine konkrete Grammatik und eine Kategorie A  
gegeben. 

‣ Ein Prüfer für A ist eine Prozedur, die für eine Wortfolge 
entscheidet, ob es sich um einen Satz gemäß A handelt. 

‣ Ein Parser für A ist ein Prüfer für A, der, falls es sich um einen 
Satz gemäß A handelt, eine Baumdarstellung gemäß einer 
abstrakten Syntax für die dargestellte Phrase liefert. 

     Idee: algorithmische Interpretation von  
     Grammatiken durch rekursiven Abstieg (RA).  
     (Engl.: recursive descent): 
     Wir gehen von links nach rechts durch die  
      Wortfolge und bauen dabei die Baumdarstellung auf.  
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‣ Eine konkrete Grammatik heißt RA-tauglich, falls für die 
algorithmische Interpretation ihrer Gleichungen gilt: 

‣ falls es zu einer Rekursion kommt, wurde die Argument- 
liste um mindestens ein Wort verkürzt, und 

‣ falls zwischen mehreren Alternativen gewählt werden  
muss, kann die Wahl immer aufgrund des ersten Wortes  
der Argumentliste erfolgen. 

Beispiele: 

seq ::= “0” | “1” seq | “2” seq seq            RA-tauglich 

a ::= “0” | a | “2” a a                                     nicht RA-tauglich 

b ::= “0” | b “1” | b b “2”                             nicht RA-tauglich 

RA-Tauglichkeit
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‣ konkrete Grammatik: 
 
 
 
Grammatik ist nicht RA-tauglich! 

‣ Abhilfe: Formulierung mit Optionalklammern [ ] 
 
 
 
 
Prüfe für ty zunächst gemäß pty.  
Falls noch ein Rest bleibt der mit “->” beginnt,  
               prüfe nochmals gemäß ty. 
Falls nicht: fertig.
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13.2 Phrasale Syntax für Typen

Die phrasale Syntax einer Sprache beschreibt, wie die Bäume der abstrakten Syntax
durch Wortfolgen darzustellen sind. Als Beispiel wollen wir eine phrasale Syntax für die
Typen von F definieren, die einerseits das Setzen überflüssiger Klammern erlaubt und
andererseits das Weglassen von Klammern rechts des Pfeils ermöglicht:

((int → int)) ! int → int

int → int → int ! int → (int → int)

Das Tolerieren überflüssiger Klammern hat zur Folge, dass jeder Typ mit unendlich vie-
len verschiedenen Wortdarstellungen beschrieben werden kann.

Die präzise Beschreibung der zulässigen Wortdarstellungen gelingt, indem wir zwei Ar-
ten von Wortdarstellungen, ty und pty, unterscheiden und diese verschränkt rekursiv
durch zwei syntaktische Gleichungen definieren:

ty :: = pty | pty "->" ty

pty :: = "bool" | "int" | "(" ty ")"

Die erste Gleichung besagt, dass eine Darstellung gemäß ty entweder eine Darstellung
gemäß pty ist, oder eine Darstellung gemäß pty, auf die das Wort "->" und eine Dar-
stellung gemäß ty folgt. Die zweite Gleichung besagt, dass eine Darstellung gemäß pty
entweder nur aus dem Wort "bool" besteht, nur aus dem Wort "int" oder aus dem Wort
"(" gefolgt von einer Darstellung gemäß ty und dem Wort ")".

Beachten Sie, dass jede Darstellung gemäß pty auch eine Darstellung gemäß ty ist. Die
zulässigen Wortdarstellungen für die Typen von F definieren wir als die Darstellungen
gemäß ty.

Wir bezeichnen ty und pty als syntaktische Kategorien. Das ty und pty definierende
Gleichungssystem bezeichnen wir als konkrete Grammatik.1 Die Wortdarstellungen ge-
mäß einer syntaktischen Kategorie bezeichnen wir als die Sätze (gemäß) der Kategorie.
Beispielsweise ist int → int ein Satz gemäß ty, aber kein Satz gemäß pty. Die Sätze der
Grammatik sind die Sätze der Kategorien der Grammatik.

Jeder Satz einer konkreten Grammatik kann mithilfe der Gleichungen der Grammatik
aus mindestens einer Kategorie der Grammatik abgeleitet werden. Die baumartige Dar-
stellung einer solchen Ableitung bezeichnen wir als Syntaxbaum. Hier ist ein Syntax-
baum für die Ableitung des Satzes int → bool → int aus der Kategorie ty:

1Konkrete Grammatiken sind eine Spielart der sogenannten kontextfreien Grammatiken.
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Aufgabe 13.6 Sei die folgende phrasale Syntax für die Typen von F gegeben:

ty :: = "bool" | "int" | "->" ty ty

Die Baumdarstellungen der Typen sollen in Standard ML durch Werte des Typs

datatype ty = Bool | Int | Arrow of ty * ty

dargestellt werden, die erforderlichen Wörter durch Werte des Typs token aus § 13.1.

a) Deklarieren Sie einen Prüfer test : token list → token list .

b) Deklarieren Sie einen Parser parse : token list → ty∗ token list.

c) Deklarieren Sie eine Prozedur rep : ty → token list, die Typen als Wortfolgen darstellt.

d) Deklarieren Sie eine Prozedur str : ty → string , die Typen als Zeichenfolgen darstellt.

Aufgabe 13.7 (Baumrekonstruktion aus der Prälinearisierung) Wir können die Präli-
nearisierung eines Baums (§ 7.6.3) als eine Wortdarstellung des Baums auffassen.

a) Schreiben Sie eine Prozedur rep : tree → int list, die die Prälinearisierung eines
Baums liefert.

b) Schreiben Sie eine Prozedur parse : int list → tree∗ int list, die einen Baum aus seiner
Prälinearisierung rekonstruiert. Für jeden Baum t soll gelten: parse(rep t) = (t,nil).

13.4 Parser für Typen
Wir wollen jetzt einen Parser für die phrasale Syntax der Typen von F schreiben:

ty :: = pty | pty "->" ty

pty :: = "bool" | "int" | "(" ty ")"

Zunächst stellen wir fest, dass die Gleichung für ty nicht RA-tauglich ist, da das erste
Wort nicht ausreicht, um sich für eine der Alternativen zu entscheiden. Diese Schwierig-
keit lässt sich aber leicht beheben, indem wir die Gleichung mit sogenannten Optional-
klammern formulieren:

ty :: = pty [ "->" ty ]

pty :: = "bool" | "int" | "(" ty ")"

Jetzt muss ein Prüfer für ty die Entscheidung zwischen den beiden Alternativen erst fäl-
len, nachdem er einen Satz gemäß pty gelesen hat. Falls dann das erste Wort "->" ist,
muss noch ein Satz gemäß ty gelesen werden, ansonsten sind keine weiteren Wörter er-
forderlich. Nun ist es einfach, die Prüfer für ty und pty (wie in Abbildung 13.2 gezeigt) zu
deklarieren.

ty [INT, ARROW, BOOL, RPAR]

[RPAR] : token list
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fun ty ts = case pty ts of ARROW::tr => ty tr | tr => tr

and pty (BOOL::tr) = tr

| pty (INT::tr) = tr

| pty (LPAR::tr) = (case ty tr of RPAR::tr => tr

| _ => raise Error "RPAR")

| pty _ = raise Error "pty"

val ty : token list → token list

val pty : token list → token list

Abbildung 13.2: Prüfer für ty und pty

ty [INT, ARROW, BOOL, ARROW]

! Uncaught exception: Error "pty"

ty [LPAR, BOOL]

! Uncaught exception: Error "RPAR"

Die in Abbildung 13.3 gezeigten Parser für ty und pty ergeben sich routinemäßig durch
Erweiterung der Prüfer. Sie lassen sich übersichtlicher schreiben, wenn man die in Ab-
bildung 13.4 auf S. 268 deklarierten Hilfsprozeduren match und extend verwendet:

• Mit extend können wir bei ty den Let-Ausdruck durch die Anwendung
extend (t,tr) ty Arrow ersetzen. Diese setzt den Parser ty auf die Wortfolge tr an
und erhält so einen zweiten Typen t ′. Sie liefert dann den Typen Arrow(t,t′) und den
Rest der Wortfolge als Ergebnis.

• Mit match können wir den Case-Ausdruck in der dritten Regel von pty durch die An-
wendung match (ty tr) RPAR ersetzen. Diese prüft, ob RPAR als erstes Wort in der
von ty tr gelieferten Wortfolge erscheint. Wenn das der Fall ist, liefert sie das Paar aus
dem von ty tr gelieferten Typen und der Wortfolge, die sich durch Streichen von RPAR
ergibt. Ansonsten wirft sie die Ausnahme Error "match".

Abbildung 13.5 zeigt die mit match und extend formulierten Parser.

Die in Abbildung 13.4 gezeigte Prozedur parse konvertiert Parser des Typs
token list →α∗ token list in Parser des Typs token list →α, indem sie testet, ob alle
Wörter gelesen wurden.

ty [INT, ARROW, BOOL, RPAR]

(Arrow(Int, Bool), [RPAR]) : ty * token list

parse ty [INT, ARROW, BOOL, RPAR]

! Uncaught exception: Error "parse"

parse ty [INT, ARROW, BOOL, ARROW, INT]

Arrow(Int, Arrow(Bool, Int)) : ty

parse ty (lex (explode "int->bool->int"))

Arrow(Int, Arrow(Bool, Int)) : ty
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datatype ty = Bool | Int | Arrow of ty * ty

fun ty ts = (case pty ts of

(t, ARROW::tr) => let val (t’,tr’) = ty tr

in (Arrow(t,t’), tr’) end

| s => s)

and pty (BOOL::tr) = (Bool,tr)

| pty (INT::tr) = (Int,tr)

| pty (LPAR::tr) = (case ty tr of

(t,RPAR::tr’) => (t,tr’)

| _ => raise Error "pty")

| pty _ = raise Error "pty"

val ty : token list → ty * token list

val pty : token list → ty * token list

Abbildung 13.3: Parser für ty und pty

fun match (a,ts) t = if null ts orelse hd ts <> t

then raise Error "match"

else (a, tl ts)

fun extend (a,ts) p f = let val (a’,tr) = p ts in (f(a,a’),tr) end

fun parse p ts = case p ts of

(a,nil) => a

| _ => raise Error "parse"

val match : α * token list → token → α * token list

val extend : α * token list → (token list → β * token list) → (α * β→ γ) → γ * token list

val parse : (token list → α * token list) → token list → α

Abbildung 13.4: Hilfsprozeduren match, extend und parse

fun ty ts = case pty ts of

(t, ARROW::tr) => extend (t,tr) ty Arrow

| s => s

and pty (BOOL::tr) = (Bool,tr)

| pty (INT::tr) = (Int,tr)

| pty (LPAR::tr) = match (ty tr) RPAR

| pty _ = raise Error "pty"

Abbildung 13.5: Parser für ty und pty mit match und extend
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Beispiel

268 13 Konkrete Syntax

datatype ty = Bool | Int | Arrow of ty * ty

fun ty ts = (case pty ts of

(t, ARROW::tr) => let val (t’,tr’) = ty tr

in (Arrow(t,t’), tr’) end

| s => s)

and pty (BOOL::tr) = (Bool,tr)

| pty (INT::tr) = (Int,tr)

| pty (LPAR::tr) = (case ty tr of

(t,RPAR::tr’) => (t,tr’)

| _ => raise Error "pty")

| pty _ = raise Error "pty"

val ty : token list → ty * token list

val pty : token list → ty * token list

Abbildung 13.3: Parser für ty und pty

fun match (a,ts) t = if null ts orelse hd ts <> t

then raise Error "match"

else (a, tl ts)

fun extend (a,ts) p f = let val (a’,tr) = p ts in (f(a,a’),tr) end

fun parse p ts = case p ts of

(a,nil) => a

| _ => raise Error "parse"

val match : α * token list → token → α * token list

val extend : α * token list → (token list → β * token list) → (α * β→ γ) → γ * token list

val parse : (token list → α * token list) → token list → α

Abbildung 13.4: Hilfsprozeduren match, extend und parse

fun ty ts = case pty ts of

(t, ARROW::tr) => extend (t,tr) ty Arrow

| s => s

and pty (BOOL::tr) = (Bool,tr)

| pty (INT::tr) = (Int,tr)

| pty (LPAR::tr) = match (ty tr) RPAR

| pty _ = raise Error "pty"

Abbildung 13.5: Parser für ty und pty mit match und extend
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Optional: Hilfsprozeduren
268 13 Konkrete Syntax

datatype ty = Bool | Int | Arrow of ty * ty

fun ty ts = (case pty ts of

(t, ARROW::tr) => let val (t’,tr’) = ty tr

in (Arrow(t,t’), tr’) end

| s => s)

and pty (BOOL::tr) = (Bool,tr)

| pty (INT::tr) = (Int,tr)

| pty (LPAR::tr) = (case ty tr of

(t,RPAR::tr’) => (t,tr’)

| _ => raise Error "pty")

| pty _ = raise Error "pty"

val ty : token list → ty * token list

val pty : token list → ty * token list

Abbildung 13.3: Parser für ty und pty

fun match (a,ts) t = if null ts orelse hd ts <> t

then raise Error "match"

else (a, tl ts)

fun extend (a,ts) p f = let val (a’,tr) = p ts in (f(a,a’),tr) end

fun parse p ts = case p ts of

(a,nil) => a

| _ => raise Error "parse"

val match : α * token list → token → α * token list

val extend : α * token list → (token list → β * token list) → (α * β→ γ) → γ * token list

val parse : (token list → α * token list) → token list → α

Abbildung 13.4: Hilfsprozeduren match, extend und parse

fun ty ts = case pty ts of

(t, ARROW::tr) => extend (t,tr) ty Arrow

| s => s

and pty (BOOL::tr) = (Bool,tr)

| pty (INT::tr) = (Int,tr)

| pty (LPAR::tr) = match (ty tr) RPAR

| pty _ = raise Error "pty"

Abbildung 13.5: Parser für ty und pty mit match und extend
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‣ match (a,ts) t prüft ob t als erstes Wort in ts erscheint und liefert in 
diesem Fall das Paar aus a und der Restfolge tl ts.
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‣ Typen klammern rechts: 
parse[INT, ARROW, BOOL, ARROW, BOOL]       
      = (Arrow(Int, Arrow(Bool, Bool), []) 

‣ Gedankenexperiment: Wie würde man links-klammernde 
Typen parsen? 
parse’[INT, ARROW, BOOL, ARROW, BOOL]       
      = (Arrow(Arrow(Int,Bool), Bool), []) 

‣ Problem: Konkrete Grammatik für links-klammernde Typen  
ist nicht RA-tauglich 
ty ::= pty [ “->” ty]                                   ty ::= [ty “->”] pty 
pty ::= “bool” | “int” | “(“ ty “)”)             pty ::= “bool” | “int” | “(“ ty “)”) 
                                                                    Neue Grammatik  
                                                                    ist nicht RA-tauglich!

Links-klammernde Phrasen
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‣ Problem: Konkrete Grammatik für links-klammernde Typen  
ist nicht RA-tauglich 
ty ::= pty [ “->” ty]                                   ty ::= [ty “->”] pty 
pty ::= “bool” | “int” | “(“ ty “)”)             pty ::= “bool” | “int” | “(“ ty “)”) 
                                                                    Neue Grammatik  
                                                                    ist nicht RA-tauglich! 

Trick: 
Wir lassen die konkrete Grammatik rechts-klammernd 
(Sätze bleiben gleich!), bauen die abstrakte Darstellung 
aber links-klammernd. 
 

Links-klammernde Typen
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Idee

[INT, ARROW, BOOL, ARROW, BOOL]  
 

ty’ty’

ty

pty

Int Bool

pty pty

Bool

Arrow(Arrow(Int,Bool), Bool)
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Arrow(Arrow(Int,Bool),Bool)
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‣ Konkrete Grammatik (wie bisher, rechts klammernd): 
ty ::= pty [ “->” ty]                                  
pty ::= “bool” | “int” | “(“ ty “)”             

‣ (Äquivalente) Grammatik mit Hilfskategorie: 
ty ::= pty ty’ 
ty’ ::= [ “->” pty ty’]                                  
pty ::= “bool” | “int” | “(“ ty “)” 

‣ Parser: ty’ hat als zusätzliches Argument  
abstrakte Darstellung der bisher gelesenen Teilfolge 
 

fun ty ts =  ty’ (pty ts)  
and ty’ (t, ARROW::tr)  
            = let val (t’, tr’) = pty tr  
                  in ty’ (Arrow(t,t’),tr’) end  
  | ty’ s = s;

Parser für links-klammernde Typen

zusätzliches Argument: abstrakte Darstellung  
der bereits gelesenen Teilfolge
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fun ty ts =  ty’ (pty ts)  
and ty’ (t, ARROW::tr)  
            = let val (t’, tr’) = pty tr  
                  in ty’ (Arrow(t,t’),tr’) end   
  | ty’ s = s;  
 

Beispiel (links-klammernde Typen)

zusätzliches Argument: abstrakte 
Darstellung der bereits gelesenen Teilfolge

ty[INT, ARROW, BOOL, ARROW, BOOL] 
  = ty’ (pty [INT, ARROW, BOOL, ARROW, BOOL])
  = ty’ (Int, [ARROW, BOOL, ARROW, BOOL])
  = let val (t’, tr’) = pty [BOOL, ARROW, BOOL]  
    in ty’ (Arrow(Int,t’),tr’) end
  = ty’ (Arrow(Int,Bool), [ARROW,BOOL])
  = let val (t’, tr’) = pty [BOOL]  
    in ty’ (Arrow(Arrow(Int,Bool),t’),tr’) end
  = ty’ (Arrow(Arrow(Int,Bool), Bool), [])
  = (Arrow(Arrow(Int,Bool), Bool), [])  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270 13 Konkrete Syntax

Abstrakte Syntax

z ∈Z

x ∈ Id

e ∈ Exp = z | x | e +e | e ∗ e

Phrasale Syntax

exp :: = [exp "+"] mexp

mexp :: = [mexp "*"] pexp

pexp :: = num | id | "(" exp ")"

Lexikalische Syntax

word :: = "+" | "*" | "(" | ")" | num | id

num :: = ["~"] pnum

pnum :: = digit [pnum ]

digit :: = "0" | · · · | "9"

id :: = letter [ id ]

letter :: = "a" | · · · | "z" | "A" | · · · | "Z"

Abbildung 13.6: Syntax für arithmetische Ausdrücke

lexId [] (explode "Aufgabe 5")

[ID "Aufgabe", ICON 5] : token list

lexId [#"f", #"u", #"A"] (explode "gabe 5")

[ID "Aufgabe", ICON 5] : token list

Das erste Argument der Prozedur lexInt ist 1 oder ~1, wobei ~1 anzeigt, dass ein negati-
ves Vorzeichen gelesen wurde. Das zweite Argument von lexInt ist die Zahl, die sich aus
den bisher gelesenen Ziffern ergibt.

lex (explode "~3472 Katzen")

[ICON ~3472, ID "Katzen"] : token list

lexInt ~1 34 (explode "72 Katzen")

[ICON ~3472, ID "Katzen"] : token list

Aufgabe 13.9 Schreiben Sie den Lexer für arithmetische Ausdrücke so um, dass er ver-
schränkt endrekursiv wird. Erweitern Sie dazu die Prozeduren lex, lexInt und lexId je-
weils um ein zusätzliches Argument des Typs token list , das die bereits gelesenen Wörter
in reversierter Ordnung enthält.

Bereitgestellt von | Saarländische Universitäts- und Landesbibliothek
Angemeldet

Heruntergeladen am | 10.10.14 14:35
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13.5 Arithmetische Ausdrücke 271

datatype token = ADD | MUL | LPAR | RPAR | ICON of int | ID of string

fun lex nil = nil

| lex (#" ":: cr) = lex cr

| lex (#"\t":: cr) = lex cr

| lex (#"\n":: cr) = lex cr

| lex (#"+":: cr) = ADD:: lex cr

| lex (#"*":: cr) = MUL:: lex cr

| lex (#"(":: cr) = LPAR:: lex cr

| lex (#")":: cr) = RPAR:: lex cr

| lex (#"~":: c:: cr) = if Char.isDigit c then lexInt ~1 0 (c::cr)

else raise Error "~"

| lex (c::cr) = if Char.isDigit c then lexInt 1 0 (c::cr)

else if Char.isAlpha c then lexId [c] cr

else raise Error "lex"

and lexInt s v cs = if null cs orelse not(Char.isDigit (hd cs))

then ICON(s*v) :: lex cs

else lexInt s (10*v+(ord(hd cs)-ord#"0")) (tl cs)

and lexId cs cs’ = if null cs’ orelse not(Char.isAlpha (hd cs’))

then ID(implode(rev cs)) :: lex cs’

else lexId (hd cs’ ::cs) (tl cs’)

val lex : char list → token list

val lexInt : int → int → char list → token list

val lexId : char list → char list → token list

Abbildung 13.7: Lexer für arithmetische Ausdrücke

Aufgabe 13.10 (Bezeichner mit Ziffern) Schreiben Sie die Prozedur lexId so um, dass
sie die folgenden Bezeichner erkennt:

id :: = letter [ id′ ]

id′ :: = ( digit | letter ) [ id′ ]

Bezeichner gemäß dieser Grammatik müssen mit einem Buchstaben begonnen werden
und können mit Buchstaben und Ziffern fortgesetzt werden.

13.5.2 Parser

Die Grammatik für die phrasale Syntax arithmetischer Ausdrücke

exp :: = [exp "+"] mexp

mexp :: = [mexp "*"] pexp

pexp :: = num | id | "(" exp ")"

Bereitgestellt von | Saarländische Universitäts- und Landesbibliothek
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Lexer

13.5 Arithmetische Ausdrücke 271

datatype token = ADD | MUL | LPAR | RPAR | ICON of int | ID of string

fun lex nil = nil

| lex (#" ":: cr) = lex cr

| lex (#"\t":: cr) = lex cr

| lex (#"\n":: cr) = lex cr

| lex (#"+":: cr) = ADD:: lex cr

| lex (#"*":: cr) = MUL:: lex cr

| lex (#"(":: cr) = LPAR:: lex cr

| lex (#")":: cr) = RPAR:: lex cr

| lex (#"~":: c:: cr) = if Char.isDigit c then lexInt ~1 0 (c::cr)

else raise Error "~"

| lex (c::cr) = if Char.isDigit c then lexInt 1 0 (c::cr)

else if Char.isAlpha c then lexId [c] cr

else raise Error "lex"

and lexInt s v cs = if null cs orelse not(Char.isDigit (hd cs))

then ICON(s*v) :: lex cs

else lexInt s (10*v+(ord(hd cs)-ord#"0")) (tl cs)

and lexId cs cs’ = if null cs’ orelse not(Char.isAlpha (hd cs’))

then ID(implode(rev cs)) :: lex cs’

else lexId (hd cs’ ::cs) (tl cs’)

val lex : char list → token list

val lexInt : int → int → char list → token list

val lexId : char list → char list → token list

Abbildung 13.7: Lexer für arithmetische Ausdrücke

Aufgabe 13.10 (Bezeichner mit Ziffern) Schreiben Sie die Prozedur lexId so um, dass
sie die folgenden Bezeichner erkennt:

id :: = letter [ id′ ]

id′ :: = ( digit | letter ) [ id′ ]

Bezeichner gemäß dieser Grammatik müssen mit einem Buchstaben begonnen werden
und können mit Buchstaben und Ziffern fortgesetzt werden.

13.5.2 Parser

Die Grammatik für die phrasale Syntax arithmetischer Ausdrücke

exp :: = [exp "+"] mexp

mexp :: = [mexp "*"] pexp

pexp :: = num | id | "(" exp ")"
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datatype token = ADD | MUL | LPAR | RPAR | ICON of int | ID of string

fun lex nil = nil

| lex (#" ":: cr) = lex cr

| lex (#"\t":: cr) = lex cr

| lex (#"\n":: cr) = lex cr

| lex (#"+":: cr) = ADD:: lex cr

| lex (#"*":: cr) = MUL:: lex cr

| lex (#"(":: cr) = LPAR:: lex cr

| lex (#")":: cr) = RPAR:: lex cr

| lex (#"~":: c:: cr) = if Char.isDigit c then lexInt ~1 0 (c::cr)

else raise Error "~"

| lex (c::cr) = if Char.isDigit c then lexInt 1 0 (c::cr)

else if Char.isAlpha c then lexId [c] cr

else raise Error "lex"

and lexInt s v cs = if null cs orelse not(Char.isDigit (hd cs))

then ICON(s*v) :: lex cs

else lexInt s (10*v+(ord(hd cs)-ord#"0")) (tl cs)

and lexId cs cs’ = if null cs’ orelse not(Char.isAlpha (hd cs’))

then ID(implode(rev cs)) :: lex cs’

else lexId (hd cs’ ::cs) (tl cs’)

val lex : char list → token list

val lexInt : int → int → char list → token list

val lexId : char list → char list → token list

Abbildung 13.7: Lexer für arithmetische Ausdrücke

Aufgabe 13.10 (Bezeichner mit Ziffern) Schreiben Sie die Prozedur lexId so um, dass
sie die folgenden Bezeichner erkennt:

id :: = letter [ id′ ]

id′ :: = ( digit | letter ) [ id′ ]

Bezeichner gemäß dieser Grammatik müssen mit einem Buchstaben begonnen werden
und können mit Buchstaben und Ziffern fortgesetzt werden.

13.5.2 Parser

Die Grammatik für die phrasale Syntax arithmetischer Ausdrücke

exp :: = [exp "+"] mexp

mexp :: = [mexp "*"] pexp

pexp :: = num | id | "(" exp ")"
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D: [ID "abc", ICON 123, 
ADD, ICON 234, ID "a"]C: [ID "abc123", ADD,  

ICON 234, ID "a"]

A: [ID "abc123+234a"] B: [ID "abc123+",  
ID "234a"] ╳

✓

╳

╳

Was ist das Ergebnis von  
lex (explode "abc123+234a")?
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270 13 Konkrete Syntax

Abstrakte Syntax

z ∈Z

x ∈ Id

e ∈ Exp = z | x | e +e | e ∗ e

Phrasale Syntax

exp :: = [exp "+"] mexp

mexp :: = [mexp "*"] pexp

pexp :: = num | id | "(" exp ")"

Lexikalische Syntax

word :: = "+" | "*" | "(" | ")" | num | id

num :: = ["~"] pnum

pnum :: = digit [pnum ]

digit :: = "0" | · · · | "9"

id :: = letter [ id ]

letter :: = "a" | · · · | "z" | "A" | · · · | "Z"

Abbildung 13.6: Syntax für arithmetische Ausdrücke

lexId [] (explode "Aufgabe 5")

[ID "Aufgabe", ICON 5] : token list

lexId [#"f", #"u", #"A"] (explode "gabe 5")

[ID "Aufgabe", ICON 5] : token list

Das erste Argument der Prozedur lexInt ist 1 oder ~1, wobei ~1 anzeigt, dass ein negati-
ves Vorzeichen gelesen wurde. Das zweite Argument von lexInt ist die Zahl, die sich aus
den bisher gelesenen Ziffern ergibt.

lex (explode "~3472 Katzen")

[ICON ~3472, ID "Katzen"] : token list

lexInt ~1 34 (explode "72 Katzen")

[ICON ~3472, ID "Katzen"] : token list

Aufgabe 13.9 Schreiben Sie den Lexer für arithmetische Ausdrücke so um, dass er ver-
schränkt endrekursiv wird. Erweitern Sie dazu die Prozeduren lex, lexInt und lexId je-
weils um ein zusätzliches Argument des Typs token list , das die bereits gelesenen Wörter
in reversierter Ordnung enthält.
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Aufgabe 13.6 Sei die folgende phrasale Syntax für die Typen von F gegeben:

ty :: = "bool" | "int" | "->" ty ty

Die Baumdarstellungen der Typen sollen in Standard ML durch Werte des Typs

datatype ty = Bool | Int | Arrow of ty * ty

dargestellt werden, die erforderlichen Wörter durch Werte des Typs token aus § 13.1.

a) Deklarieren Sie einen Prüfer test : token list → token list .

b) Deklarieren Sie einen Parser parse : token list → ty∗ token list.

c) Deklarieren Sie eine Prozedur rep : ty → token list, die Typen als Wortfolgen darstellt.

d) Deklarieren Sie eine Prozedur str : ty → string , die Typen als Zeichenfolgen darstellt.

Aufgabe 13.7 (Baumrekonstruktion aus der Prälinearisierung) Wir können die Präli-
nearisierung eines Baums (§ 7.6.3) als eine Wortdarstellung des Baums auffassen.

a) Schreiben Sie eine Prozedur rep : tree → int list, die die Prälinearisierung eines
Baums liefert.

b) Schreiben Sie eine Prozedur parse : int list → tree∗ int list, die einen Baum aus seiner
Prälinearisierung rekonstruiert. Für jeden Baum t soll gelten: parse(rep t) = (t,nil).

13.4 Parser für Typen
Wir wollen jetzt einen Parser für die phrasale Syntax der Typen von F schreiben:

ty :: = pty | pty "->" ty

pty :: = "bool" | "int" | "(" ty ")"

Zunächst stellen wir fest, dass die Gleichung für ty nicht RA-tauglich ist, da das erste
Wort nicht ausreicht, um sich für eine der Alternativen zu entscheiden. Diese Schwierig-
keit lässt sich aber leicht beheben, indem wir die Gleichung mit sogenannten Optional-
klammern formulieren:

ty :: = pty [ "->" ty ]

pty :: = "bool" | "int" | "(" ty ")"

Jetzt muss ein Prüfer für ty die Entscheidung zwischen den beiden Alternativen erst fäl-
len, nachdem er einen Satz gemäß pty gelesen hat. Falls dann das erste Wort "->" ist,
muss noch ein Satz gemäß ty gelesen werden, ansonsten sind keine weiteren Wörter er-
forderlich. Nun ist es einfach, die Prüfer für ty und pty (wie in Abbildung 13.2 gezeigt) zu
deklarieren.

ty [INT, ARROW, BOOL, RPAR]

[RPAR] : token list

Bereitgestellt von | Saarländische Universitäts- und Landesbibliothek
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exp

exp

exp

mexp

pexp

id

"x" +

mexp

mexp

pexp

id

"y" ∗

pexp

id

"z" +

mexp

pexp

id

"u"

Abbildung 13.8: Punkt-vor-Strich und Klammere-links im Syntaxbaum

ist eindeutig und affin zur abstrakten Grammatik (Abbildung 13.6 auf S. 270). Sie reali-
siert die Klammersparregeln Punkt-vor-Strich und Klammere-links. Der Syntaxbaum in
Abbildung 13.8 soll Ihnen helfen, die Struktur der Grammatik zu verstehen.

Die Gleichungen für exp und mexp sind nicht RA-tauglich, da das erste Wort nicht aus-
reicht, um zu entscheiden, welche Alternative gewählt werden muss. Wir lösen das Pro-
blem dadurch, dass wir die linksrekursiven Gleichungen durch rechtsrekursive ersetzen:

exp :: = mexp ["+" exp ]

mexp :: = pexp ["*" mexp ]

Die neuen Gleichungen sind RA-tauglich. Sie liefern dieselben Sätze wie die ursprüngli-
chen Gleichungen, lassen die arithmetischen Operatoren aber rechts klammern. Diesen
Strukturfehler werden wir bei der Synthese der abstrakten Baumdarstellung korrigieren.

Da die neuen Gleichungen RA-tauglich sind, ist die Realisierung von Prüfern eine Routi-
neangelegenheit. Bei der Realisierung der Parser für exp und mexp müssen wir jetzt aber
dafür sorgen, dass Rechtsklammerungen in den abstrakten Bäumen als Linksklamme-
rungen dargestellt werden. Damit diese Umklammerung leicht zu bewerkstelligen ist,
führen wir zwei rechtsrekursive Hilfskategorien exp′ und mexp′ ein:

exp :: = mexp exp′

exp′ :: = ["+" mexp exp′ ]

mexp :: = pexp mexp′

mexp′ :: = ["*" pexp mexp′ ]

Die Einführung der Hilfskategorien ändert nichts an den Sätzen für exp und mexp. Die
Rekursion für die Klammerung der mit "+" oder "*" gebildeten Ausdrucksfolgen läuft
jetzt über exp′ und mexp′. Da die entsprechenden Prozeduren erst aufgerufen werden,
nachdem der erste Ausdruck der Folge gelesen wurde, gelingt der linksrekursive Aufbau
der abstrakten Baumdarstellung dadurch, dass diese Prozeduren die abstrakte Darstel-
lung der bereits gelesenen Teilfolge als zusätzliches Argument übergeben bekommen.
Abbildung 13.9 zeigt die auf diesem Schema basierenden Parser.
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ty

pty

"int" "->"

ty

pty

"bool" "->"

ty

pty

"int"

Aufgabe 13.3 Zeichnen Sie Syntaxbäume für ty und die folgenden Wortfolgen:

a) int → (bool → int)

b) (bool → bool) → int

c) int → (bool → bool) → int

13.2.1 Affinität

Wir sagen, dass eine konkrete Grammatik affin zu einer abstrakten Grammatik ist, wenn
jede konkrete Ableitung durch genau eine abstrakte Ableitung und jede abstrakte Ablei-
tung durch mindestens eine konkrete Ableitung simuliert werden kann. Affinität stellt
also die notwendige Verbindung zwischen der phrasalen und der abstrakten Syntax ei-
ner Sprache her. Erwartungsgemäß ist unsere konkrete Grammatik für die Typen von F
affin zu deren abstrakten Grammatik:

ty :: = pty | pty "->" ty

pty :: = "bool" | "int" | "(" ty ")"

t = bool | int | t → t

Machen Sie sich die Affinität an dem folgenden Beispiel klar, das zwei konkrete Ablei-
tungen zeigt, die dieselbe abstrakte Ableitung simulieren:

ty

pty

"bool" "->"

ty

pty

"int"

ty

pty

"("

ty

pty

"bool" "->"

ty

pty

"int" ")"

t

t

bool →

t

int

Der dem Begriff der Affinität zugrundeliegende Simulationsbegriff ist symmetrisch: Eine
konkrete Ableitung simuliert eine abstrakte Ableitung genau dann, wenn die abstrakte
Ableitung die konkrete Ableitung simuliert. Damit sorgt Affinität dafür, dass jeder Satz
der Grammatik mindestens einen abstrakten Typ darstellt, und dass umgekehrt jeder
abstrakte Typ durch mindestens einen Satz der konkreten Grammatik dargestellt werden
kann.
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Abstrakte Syntax

z ∈Z

x ∈ Id

e ∈ Exp = z | x | e +e | e ∗ e

Phrasale Syntax

exp :: = [exp "+"] mexp

mexp :: = [mexp "*"] pexp

pexp :: = num | id | "(" exp ")"

Lexikalische Syntax

word :: = "+" | "*" | "(" | ")" | num | id

num :: = ["~"] pnum

pnum :: = digit [pnum ]

digit :: = "0" | · · · | "9"

id :: = letter [ id ]

letter :: = "a" | · · · | "z" | "A" | · · · | "Z"

Abbildung 13.6: Syntax für arithmetische Ausdrücke

lexId [] (explode "Aufgabe 5")

[ID "Aufgabe", ICON 5] : token list

lexId [#"f", #"u", #"A"] (explode "gabe 5")

[ID "Aufgabe", ICON 5] : token list

Das erste Argument der Prozedur lexInt ist 1 oder ~1, wobei ~1 anzeigt, dass ein negati-
ves Vorzeichen gelesen wurde. Das zweite Argument von lexInt ist die Zahl, die sich aus
den bisher gelesenen Ziffern ergibt.

lex (explode "~3472 Katzen")

[ICON ~3472, ID "Katzen"] : token list

lexInt ~1 34 (explode "72 Katzen")

[ICON ~3472, ID "Katzen"] : token list

Aufgabe 13.9 Schreiben Sie den Lexer für arithmetische Ausdrücke so um, dass er ver-
schränkt endrekursiv wird. Erweitern Sie dazu die Prozeduren lex, lexInt und lexId je-
weils um ein zusätzliches Argument des Typs token list , das die bereits gelesenen Wörter
in reversierter Ordnung enthält.
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Aufgabe 13.6 Sei die folgende phrasale Syntax für die Typen von F gegeben:

ty :: = "bool" | "int" | "->" ty ty

Die Baumdarstellungen der Typen sollen in Standard ML durch Werte des Typs

datatype ty = Bool | Int | Arrow of ty * ty

dargestellt werden, die erforderlichen Wörter durch Werte des Typs token aus § 13.1.

a) Deklarieren Sie einen Prüfer test : token list → token list .

b) Deklarieren Sie einen Parser parse : token list → ty∗ token list.

c) Deklarieren Sie eine Prozedur rep : ty → token list, die Typen als Wortfolgen darstellt.

d) Deklarieren Sie eine Prozedur str : ty → string , die Typen als Zeichenfolgen darstellt.

Aufgabe 13.7 (Baumrekonstruktion aus der Prälinearisierung) Wir können die Präli-
nearisierung eines Baums (§ 7.6.3) als eine Wortdarstellung des Baums auffassen.

a) Schreiben Sie eine Prozedur rep : tree → int list, die die Prälinearisierung eines
Baums liefert.

b) Schreiben Sie eine Prozedur parse : int list → tree∗ int list, die einen Baum aus seiner
Prälinearisierung rekonstruiert. Für jeden Baum t soll gelten: parse(rep t) = (t,nil).

13.4 Parser für Typen
Wir wollen jetzt einen Parser für die phrasale Syntax der Typen von F schreiben:

ty :: = pty | pty "->" ty

pty :: = "bool" | "int" | "(" ty ")"

Zunächst stellen wir fest, dass die Gleichung für ty nicht RA-tauglich ist, da das erste
Wort nicht ausreicht, um sich für eine der Alternativen zu entscheiden. Diese Schwierig-
keit lässt sich aber leicht beheben, indem wir die Gleichung mit sogenannten Optional-
klammern formulieren:

ty :: = pty [ "->" ty ]

pty :: = "bool" | "int" | "(" ty ")"

Jetzt muss ein Prüfer für ty die Entscheidung zwischen den beiden Alternativen erst fäl-
len, nachdem er einen Satz gemäß pty gelesen hat. Falls dann das erste Wort "->" ist,
muss noch ein Satz gemäß ty gelesen werden, ansonsten sind keine weiteren Wörter er-
forderlich. Nun ist es einfach, die Prüfer für ty und pty (wie in Abbildung 13.2 gezeigt) zu
deklarieren.

ty [INT, ARROW, BOOL, RPAR]

[RPAR] : token list
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links-rekursiv

Trick für links-Klammerung: 
Um die Grammatik RA-tauglich zu machen ersetzen wir die  
links-rekursiven Gleichungen durch rechts-rekursive Gleichungen. 
(Das ändert nichts an den Sätzen der Grammatik)

nicht RA tauglich!
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exp

exp

exp

mexp

pexp

id

"x" +

mexp

mexp

pexp

id

"y" ∗

pexp

id

"z" +

mexp

pexp
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"u"

Abbildung 13.8: Punkt-vor-Strich und Klammere-links im Syntaxbaum

ist eindeutig und affin zur abstrakten Grammatik (Abbildung 13.6 auf S. 270). Sie reali-
siert die Klammersparregeln Punkt-vor-Strich und Klammere-links. Der Syntaxbaum in
Abbildung 13.8 soll Ihnen helfen, die Struktur der Grammatik zu verstehen.

Die Gleichungen für exp und mexp sind nicht RA-tauglich, da das erste Wort nicht aus-
reicht, um zu entscheiden, welche Alternative gewählt werden muss. Wir lösen das Pro-
blem dadurch, dass wir die linksrekursiven Gleichungen durch rechtsrekursive ersetzen:

exp :: = mexp ["+" exp ]

mexp :: = pexp ["*" mexp ]

Die neuen Gleichungen sind RA-tauglich. Sie liefern dieselben Sätze wie die ursprüngli-
chen Gleichungen, lassen die arithmetischen Operatoren aber rechts klammern. Diesen
Strukturfehler werden wir bei der Synthese der abstrakten Baumdarstellung korrigieren.

Da die neuen Gleichungen RA-tauglich sind, ist die Realisierung von Prüfern eine Routi-
neangelegenheit. Bei der Realisierung der Parser für exp und mexp müssen wir jetzt aber
dafür sorgen, dass Rechtsklammerungen in den abstrakten Bäumen als Linksklamme-
rungen dargestellt werden. Damit diese Umklammerung leicht zu bewerkstelligen ist,
führen wir zwei rechtsrekursive Hilfskategorien exp′ und mexp′ ein:

exp :: = mexp exp′

exp′ :: = ["+" mexp exp′ ]

mexp :: = pexp mexp′

mexp′ :: = ["*" pexp mexp′ ]

Die Einführung der Hilfskategorien ändert nichts an den Sätzen für exp und mexp. Die
Rekursion für die Klammerung der mit "+" oder "*" gebildeten Ausdrucksfolgen läuft
jetzt über exp′ und mexp′. Da die entsprechenden Prozeduren erst aufgerufen werden,
nachdem der erste Ausdruck der Folge gelesen wurde, gelingt der linksrekursive Aufbau
der abstrakten Baumdarstellung dadurch, dass diese Prozeduren die abstrakte Darstel-
lung der bereits gelesenen Teilfolge als zusätzliches Argument übergeben bekommen.
Abbildung 13.9 zeigt die auf diesem Schema basierenden Parser.
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Hilfskategorien

Hilfskategorien ändern nichts an den Sätzen der Grammatik  
(aber vereinfachen das Schreiben des  Parsers):
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fun exp ts = exp' (mexp ts)

and exp' (e, ADD::tr) = let val (e', tr') = mexp tr  
                        in exp' (Sum(e,e'),tr') end  
 | exp' s = s

and mexp ts = mexp' (pexp ts)

and mexp' (e, MUL::tr) = let val (e', tr') = pexp tr  
                        in mexp' (Pro(e,e'), tr') end

  | mexp' s = s

and pexp (ICON z :: tr) = (Con z, tr)

  | pexp (ID x :: tr) = (Id x, tr)

  | pexp (LPAR :: tr) = case exp tr of 

                     (e',(RPAR::tr')) => (e', tr')

                   | _ => raise Error "pexp";

Parser für arithmetische Ausdrücke

zusätzliches Argument: abstrakte Darstellung der 
bereits gelesenen Teilfolge

zusätzliches Argument: abstrakte Darstellung der 
bereits gelesenen Teilfolge
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ty :: = pty ["->" ty ]

pty :: = "bool" | "int" | "(" ty ")"

exp :: = "if" exp "then" exp "else" exp

| "fn" id ":" ty "=>" exp

| aexp ["<=" aexp ]

aexp :: = [aexp ("+" | "-")] mexp

mexp :: = [mexp "*"] sexp

sexp :: = [sexp ] pexp

pexp :: = "false" | "true" | num | id | "(" exp ")"

Abbildung 13.10: Phrasale Syntax für F

Die lexikalische Syntax für F definieren wir wie folgt. Ein Wort ist entweder eine Zahl-
konstante oder ein Bezeichner gemäß der Definition in Abbildung 13.6 auf S. 270, oder
eines der folgenden Schlüsselwörter: "->", "(", ")", ":", "=>", "<=", "+", "-", "*".
Die fehlende Unterscheidung zwischen echten Bezeichnern und den bezeichnerartigen
Schlüsselwörtern "bool", "int", "if", "then", "else", "fn", "false", "true" holen wir
beim Übergang zur abstrakten Wortdarstellung nach:

datatype token = ARROW | LPAR | RPAR | COLON (* : *)
| DARROW (* => *) | LEQ | ADD | SUB | MUL
| BOOL | INT | IF | THEN | ELSE | FN | FALSE | TRUE
| ICON of int | ID of string

Damit die Grammatik für die phrasale Syntax von F RA-tauglich wird, ersetzen wir die
linksrekursiven Gleichungen für aexp, mexp und sexp durch rechtsrekursive. Dabei ge-
hen wir so wie in § 13.5.2 beschrieben vor und korrigieren die resultierenden Struktur-
fehler bei der Synthese der abstrakten Baumdarstellung. Für sexp bekommen wir die
Gleichungen

sexp :: = pexp sexp′

sexp′ :: = [pexp sexp′ ]

Die Entscheidung, welche Alternative für sexp′ vorliegt, wird wie immer gemäß des Kopfs
der Wortfolge gefällt. Wenn es sich dabei um ein Wort handelt, mit dem ein Satz gemäß
pexp beginnen kann, kann sich der Parser korrekterweise für die Alternative pexp sexp′

entscheiden. Ein Blick auf die Gleichung für pexp zeigt, dass ein Satz gemäß pexp nur mit
einer Zahlkonstanten, einem Bezeichner, oder einem der Wörter "false", "true" oder "("
anfangen kann.
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‣Mit einer Struktur fassen wir verschiedene Objekte zusammen. 

‣Eine Strukturdeklaration ist eine Folge von Deklarationen: 
 
 
Beispiel: 
 
 
 
 
 
 
Die Felder der Struktur, a und f, sind außerhalb der 
Strukturdeklaration über die zusammengesetzten Bezeichner 
S.a und S.f verfügbar. 

Strukturen

14 Datenstrukturen

In diesem Kapitel geht es um die Realisierung von Datenstrukturen. Dabei unterschei-
den wir zwischen der Benutzung und der Implementierung von Datenstrukturen. Die
Benutzung einer Datenstruktur erfolgt über eine Schnittstelle, die Operationen bereit-
stellt, mit denen die Objekte der Datenstruktur gebildet und verwendet werden kön-
nen. Die Implementierung einer Datenstruktur realisiert die Schnittstelle mit program-
miersprachlichen Konstrukten, die als Strukturen, Signaturen und Funktoren bezeich-
net werden.

14.1 Strukturen

Zunächst benötigen wir das programmiersprachliche Konstrukt der Struktur, mit dem
wir verschiedene Objekte zusammenfassen können. Eine Struktur wird mithilfe einer
Strukturdeklaration eingeführt:

structure S = struct

val a = 4

fun f x = x+1

end

structure S : {val a : int, val f : int → int}

Die gezeigte Strukturdeklaration fasst die Deklarationen für die Bezeichner a und f zu-
sammen. Sie bindet den Bezeichner S an eine Struktur mit zwei Feldern a und f , auf die
mit den zusammengesetzten Bezeichnern S.a und S.f zugegriffen werden kann:

S.a

4 : int

S.f(2*S.a + S.a)

13 : int

Erwartungsgemäß sind die Bindungen für die Bezeichner a und f außerhalb der Struk-
turdeklaration nicht direkt verfügbar.

Jede Folge von Deklarationen kann mit einer Strukturdeklaration zusammengefasst wer-
den:

structure 〈Bezeichner 〉 = struct 〈Deklaration〉 . . . 〈Deklaration〉 end
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280 14 Datenstrukturen

Bei der Ausführung einer Strukturdeklaration werden die durch sie zusammengefass-
ten Deklarationen wie üblich ausgeführt. Für jeden der durch die zusammengefassten
Deklarationen gebundenen Bezeichner bekommt die Struktur ein entsprechendes Feld.

Hier ist ein zweites Beispiel:

structure S = struct

val a = 4

exception E

datatype t = A | B

structure T = struct val a = a+3 end

end

Diesmal bekommt die Struktur S die Felder a, E, t, A, B und T . Das Feld T ist eine Struk-
tur, auf deren Feld a mit dem zusammengesetzten Bezeichner S.T .a zugegriffen werden
kann:

S.T.a

7 : int

Die Felder A und B der Struktur S sind Konstruktoren und können dementsprechend in
Mustern verwendet werden:

fun switch S.A = S.B

| switch S.B = S.A

val switch : S.t → S.t

Wir ziehen noch eine hilfreiche Parallele: Strukturdeklarationen realisieren für Deklara-
tionen ein Ordnungsprinzip, das sich in ähnlicher Form bei der Organisation von Datei-
en mit Dateiordnern wiederfindet.

14.2 Implementierung von Datenstrukturen

In Standard ML können Datenstrukturen mithilfe von Strukturen realisiert werden. Statt
von der Realisierung spricht man üblicherweise von der Implementierung einer Daten-
struktur. Als Beispiel konzipieren wir eine Struktur, die endliche Mengen über ganzen
Zahlen bereitstellt. Die Struktur soll die folgenden Felder haben:

type set
val set : int list → set
val union : set → set → set
val subset : set → set → bool

Die Prozedur set soll zu einer Liste [x1, . . . , xn] die Menge {x1, . . . , xn} liefern, die Proze-
dur union soll die Vereinigung zweier Mengen liefern und die Prozedur subset soll die
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‣Strukturdeklarationen sind dazu da, die Implementierung 
einer Datenstruktur zu kapseln. 
 
Beispiel: (Endliche) Mengen von ganzen Zahlen 
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signature ISET = sig

type set

val set : int list -> set

val union : set -> set -> set

val subset : set -> set -> bool

end

structure ISet :> ISET = struct

type set = int list

fun set xs = xs

fun union xs ys = xs@ys

fun elem ys x = List.exists (fn y => y=x) ys

fun subset xs ys = List.all (elem ys) xs

end

Abbildung 14.1: Eine Struktur für endliche Mengen ganzer Zahlen

Teilmengenbeziehung testen. Das Feld type set (verschieden vom Feld val set) soll einen
neuen Typ für die durch die Struktur realisierten Mengen bereitstellen.

Wir kommen jetzt zur Implementierung der Struktur. Dabei werden wir Mengen durch
Listen darstellen, wobei wir der Einfachheit halber jede Liste als Darstellung einer Men-
ge akzeptieren:

type set = int list

Damit ist klar, wie die Prozeduren set, union und subset zu deklarieren sind.

Es gibt aber eine Schwierigkeit. Gemäß dieser Deklaration ist der Typ set mit dem
Gleichheitstest für Listen ausgestattet. Das ist ein Konflikt, da die Darstellungsgleich-
heit (Gleichheit von Listen) nicht mit der abstrakten Gleichheit (Gleichheit von Men-
gen) übereinstimmt. Beispielsweise sind [1,2] und [2,1] zwei verschiedene Listen, die
dieselbe Menge darstellen. Daher wäre es wünschenswert, dass bei der Benutzung der
Struktur die Implementierung des Typs set durch Listen nicht mehr sichtbar ist und auch
kein Gleichheitstest für set verfügbar ist. Dieses Verbergen von Implementierungsinfor-
mation lässt sich dadurch bewerkstelligen, dass wir die Struktur mit einem sogenannten
Signaturconstraint deklarieren.

Abbildung 14.1 zeigt die Deklaration einer Struktur ISet, die Mengen wie gewünscht be-
reitstellt. Zunächst wird eine Signatur ISET deklariert, die die Felder der Struktur genau-
so spezifiziert, wie sie bei der Benutzung sichtbar sein sollen. Danach wird die Struk-
tur ISet deklariert, wobei das gewünschte Verbergen von Implementierungsinformati-
on durch den mit der Signatur ISET formulierten Signaturconstraint :> ISET erzielt
wird. Auch die Hilfsprozedur elem wird durch den Signaturconstraint verborgen. Hier
sind Beispiele für die Benutzung von ISet:
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‣Problem: Die Darstellungsgleichheit (Gleichheit von Listen) 
stimmt nicht mit der abstrakten Gleichheit (Gleichheit von 
Mengen) überein! 

‣Lösung: Verbergen von Implementierungsdetails  
durch einen Signaturconstraint: 
 
 
 
 
 
 
 
 
Nur die in dem Signaturconstraint angegebenen Felder sind 
für den Benutzer der Signatur sichtbar. 
 

Verbergen von Implementierungsdetails
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Verbergen von Implementierungsinformation

elem ist verborgen

abstrakter Typ  
Gleichheitstest wird verborgen. 
(sichtbar bei eqtype)

Typannahmen 
werden überprüft 
Implementierung darf  
allgemeiner sein als 
Signatur.

polymorphe  
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