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Abbildung 2.5: Verarbeitungsphasen eines Interpreters

Man unterscheidet auch zwischen atomaren und zusammengesetzten Objekten. Die
unmittelbaren Teilobjekte eines zusammengesetzten Objekts bezeichnet man als seine
Komponenten.

Die Syntax einer Programmiersprache regelt die äußere Form der Sprache. Die Semantik
einer Programmiersprache ist mit der Bedeutung der syntaktischen Objekte der Sprache
befasst.

2.9 Semantische Äquivalenz
Wir bezeichnen zwei Phrasen als semantisch äquivalent, wenn sie sich in Bezug auf
die statische und dynamische Semantik nach außen hin gleich verhalten. Beispielswei-
se sind die Ausdrücke x+x und 2∗x semantisch äquivalent. Auch die Prozedurdeklara-
tionen

fun p (x:int, y:int) = x+y

fun p (y:int, x:int) = x+y

sind semantisch äquivalent.

Die Semantik von Programmiersprachen ist in Bezug auf einen abstrakten Interpreter
definiert, der keiner Speicherbeschränkung unterliegt. Weiter nehmen wir an, dass mit
beliebig großen ganzen Zahlen gerechnet werden kann. Semantische Äquivalenz ist in
Bezug auf diese idealisierte Semantik definiert. Das sorgt dafür, dass die Ausdrücke

(x − y)∗ (x − y)

und

x ∗ x −2∗ x ∗ y + y ∗ y
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Semantische Zulässigkeit
  

‣ Ein semantisch zulässiges Programm muss 
geschlossen sein: 

‣ Die freien Bezeichner einer Phrase sind die 
Bezeichner, die in der Phrase ein Auftreten 
haben, das nicht im Rahmen der Phrase 
gebunden ist.  

‣ Phrasen ohne freie Bezeichner bezeichnet 
man als geschlossen und  
Phrasen mit freien Bezeichnern als offen.  

‣ Beispiele: 
                                                              offen 
                                                              offen 
                                                                                         
                                                              geschlossen 

‣ Ein semantisch zulässiges Programm muss 
wohlgetypt sein. 

2.4 Freie Bezeichner und Umgebungen 37

b) 1+2+3+4

c) 1+2*x-y*3+4

d) int*(int*int)*int->int*int

Aufgabe 2.3 Geben Sie für die folgenden Ausdrücke minimal geklammerte Zeichendar-
stellungen an:
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Sie können die möglichen Zeichendarstellungen durch gezieltes Experimentieren mit
einem Interpreter ermitteln.

2.4 Freie Bezeichner und Umgebungen
Der Ausdruck x+y beschreibt erst dann einen Wert, wenn wir Werte für die Bezeichner
x und y vorgeben. Wir sagen, dass x und y in dem Ausdruck frei auftreten, oder dass x
und y freie Bezeichner des Ausdrucks sind.

Eine Umgebung ist eine Sammlung von Bezeichnerbindungen. Beispielsweise bindet
die Umgebung

[x := 5, y := 7]

den Bezeichner x an den Wert 5 und den Bezeichner y an den Wert 7. Bezüglich dieser
Umgebung beschreibt der Ausdruck x+y den Wert 12. Wir sprechen vom Wert eines
Ausdrucks in einer Umgebung.

In der Deklaration

fun q (x:int) = 3+(p x)

kommt der Bezeichner p frei vor. Die Deklaration kann daher nur dann ausgeführt wer-
den, wenn eine Bindung für p bereitgestellt wird.

Generell versteht man unter den freien Bezeichnern einer Phrase diejenigen Bezeich-
ner, die in der Phrase ein Auftreten haben, das nicht im Rahmen der Phrase gebunden
ist. Phrasen ohne freie Bezeichner bezeichnet man als geschlossen und Phrasen mit frei-
en Bezeichnern als offen.

Betrachten Sie das Programm

fun p (x:int) = x

fun q (x:int) = 3+(p x)
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Dieses Programm ist geschlossen. Die zweite Deklaration des Programms ist für sich al-
leine genommen offen, da der Bezeichner p in der Deklaration frei auftritt. Dagegen ist
die erste Deklaration des Programms geschlossen.

Hier ist ein interessantes Beispiel für eine offene Deklaration:

val x = x

Diese Deklaration hat den freien Bezeichner x, da die durch die Deklaration eingeführte
Bindung nicht innerhalb der Deklaration gilt. Dagegen ist die rekursive Prozedurdekla-
ration

fun f (x:int) : int = if x<1 then 1 else x*f(x-1)

geschlossen, da die durch die Deklaration eingeführte Bindung für f auch innerhalb der
Deklaration gilt.

2.5 Tripeldarstellung von Prozeduren
Für sich alleine genommen beschreibt die Deklaration

fun p (x:int) = x+a

keine Prozedur, da der Wert für den freien Bezeichner a fehlt. Für die Darstellung einer
Prozedur benötigen wir also neben dem sogenannten Code (eine Prozedurdeklaration)
zusätzlich eine Umgebung, die die freien Bezeichner des Codes bindet. Darüber hinaus
ist es hilfreich, den Typ der Prozedur zur Verfügung zu haben. Im Folgenden werden wir
Prozeduren also gemäß der Gleichung

Prozedur = (Code, Typ, Umgebung)

darstellen. Wir sprechen von der Tripeldarstellung einer Prozedur.

Als Beispiel betrachten wir das Programm

val a = 2*7

fun p (x:int) = x+a

Seine Ausführung bindet den Bezeichner p an die Prozedur

( fun p x = x +a
︸ ︷︷ ︸

Code

, int → int
︸ ︷︷ ︸

Typ

, [a := 14]
︸ ︷︷ ︸

Umgebung

)

Im Code der Prozedur verzichten wir auf die Typangabe für die Argumentvariable, da
diese Information als Teil des Prozedurtyps dargestellt wird.

Unser zweites Beispiel ist das Programm
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Typregeln

40 2 Programmiersprachliches

2.6 Semantische Zulässigkeit

Bevor ein Interpreter ein Programm ausführt, prüft er zunächst, ob das Programm se-
mantisch zulässig ist. Die damit verbundenen Bedingungen betreffen die Bindung von
Bezeichnern und den typgerechten Aufbau von Ausdrücken.

Zunächst muss ein semantisch zulässiges Programm geschlossen sein (siehe § 2.4). Das
heißt, alle in einem Programm vorkommenden Bezeichnerauftreten müssen innerhalb
des Programms gebunden sein. Beispielsweise ist das Programm

fun f (x:int) : int = if x<y then 1 else x*f(x-1)

unzulässig, da das Auftreten des Bezeichners y in der Bedingung des Konditionals unge-
bunden ist. Wenn wir eine Deklaration für y hinzufügen

val y = 1

fun f (x:int) : int = if x<y then 1 else x*f(x-1)

bekommen wir ein geschlossenes Programm, in dem alle Bezeichnerauftreten ord-
nungsgemäß gebunden sind.

Die Regeln für den typgerechten Aufbau von Ausdrücken stellen sicher, dass Operatio-
nen bei der Ausführung nur auf typgerechte Argumente angewendet werden. Damit wird
beispielsweise ausgeschlossen, dass eine Addition auf ein Tupel oder eine Projektion auf
eine Zahl angewendet wird.

Typgerecht aufgebaute Phrasen bezeichnen wir als wohlgetypt. Bei der Typprüfung ei-
ner Phrase müssen für die freien Bezeichner Typen vorgegeben werden. Zu einem wohl-
getypten Ausdruck kann ein Typ bestimmt werden. Beispielsweise hat der Ausdruck x+y
den Typ real, wenn wir für x und y jeweils den Typ real vorgeben.

Hier ist die Typregel für die Anwendung zweistelliger Operatoren:

e1 : t1 o : t1 ∗ t2 → t e2 : t2

e1 o e2 : t

Die Regel besagt, dass eine Anwendung e1 o e2 wohlgetypt ist und den Typ t hat, wenn
die folgenden Bedingungen erfüllt sind:

1. Der linke Teilausdruck e1 hat den Typ t1.

2. der Operator o hat den Typ t1 ∗ t2 → t .

3. Der rechte Teilausdruck e2 hat den Typ t2.

Als Beispiel betrachten wir den Ausdruck x+5 und nehmen an, dass der Bezeichner x
den Typ int hat. Da der Operator + den Typ int ∗ int → int und die Konstante 5 den Typ
int hat, folgt mit der obigen Typregel, dass der Ausdruck wohlgetypt ist und den Typ int
hat.
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Die Regel besagt, dass eine Anwendung e1 o e2  
wohlgetypt ist und den Typ t hat, wenn  

1. der linke Teilausdruck e1 den Typ t1 hat, 

2. der Operator o den Typ t1∗t2 → t hat, und 
3. der rechte Teilausdruck e2 den Typ t2 hat.  

Beispiel: Ausdruck  x+5  
Wenn wir annehmen, dass x den Typ int hat, dann folgt,  
weil + den Typ  int * int → int  und 5 den Typ  int  hat, dass 
x+5 wohlgetypt ist und den Typ int hat. 
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Inferenzregeln

Allgemein hat eine Inferenzregel die Form 

                                     sind die Prämissen der Inferenzregel, 
       ist die Konklusion. 

  Die Regel besagt, dass die Konklusion gilt  
                                            wenn die Prämissen gelten.

12.3 Statische Semantik 245

die semantische Zulässigkeit einer Phrase im Rahmen einer Verarbeitungsphase, die als
semantische Analyse oder Elaboration bezeichnet wird (§ 2.8).

Die semantische Zulässigkeit von Phrasen wird in Bezug auf Typumgebungen definiert,
die die Typen für frei auftretende Bezeichner vorgeben (sogenannte statische Bindun-
gen, siehe § 3.8.3). Wir wollen unter einer Typumgebung eine Funktion Id ! Ty verste-
hen, die endlich vielen Bezeichnern je einen Typ zuordnet:

T ∈ TE = Id
fin
! Ty

Beispielsweise handelt es sich bei {(x, int), (y,bool)} um eine Umgebung, die dem Be-
zeichner x den Typ int und dem Bezeichner y den Typ bool zuordnet. Mit der in § 2.4
eingeführten Notation können wir diese Typumgebung auch mit [x := int, y := bool]
beschreiben.

Wir werden die statische Semantik von F als eine Menge

SS ⊆ TE ×Exp×Ty

definieren, die ein Tupel 〈T,e, t〉 genau dann enthält, wenn der Ausdruck e für die Ty-
pumgebung T zulässig ist und den Typ t hat. Beispielsweise soll SS das Tupel 〈[x :=
int], 2∗x+3, int〉 enthalten.

Wir werden SS mithilfe sogenannter Inferenzregeln definieren. Als Beispiel betrachten
wir die Inferenzregel für Prozeduranwendungen:

〈T, e1, t ′ → t〉 ∈ SS 〈T, e2, t ′〉 ∈ SS

〈T, e1e2, t〉 ∈ SS

Die Regel besagt, dass eine Prozeduranwendung e1e2 für eine Typumgebung T zulässig
ist und einen Typ t hat, wenn e1 für T zulässig ist und einen funktionalen Typ t ′ → t hat
und e2 für T zulässig ist und den Typ t ′ hat.

Abstrakt gesehen besagt die obige Regel, dass die Menge SS das Tupel 〈T, e1e2, t〉 enthält,
wenn sie die Tupel 〈T, e1, t ′ → t〉 und 〈T, e2, t ′〉 enthält. Allgemein hat eine Inferenzregel
die Form

P1 · · · Pn

P

Die Aussagen P1, . . . ,Pn über dem Strich (n ≥ 0) werden als Prämissen bezeichnet und
die Aussage P unter dem Strich als Konklusion. Wir sagen, dass die Aussage P mit der
Regel aus den Aussagen P1, . . . ,Pn abgeleitet werden kann.

Um die Lesbarkeit der Regeln zu verbessern, verwenden wir die folgende Notation:

T * e : t :⇐⇒ 〈T,e, t〉 ∈ SS (lies: e hat für T den Typ t )

Abbildung 12.4 zeigt die definierenden Inferenzregeln für die Menge SS, wobei SS genau
die Tupel enthalten soll, die mit den Regeln abgeleitet werden können. Für jede Regel
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2.7 Ausführung 41

Hier ist die Typregel für Konditionale:

e1 : bool e2 : t e3 : t

if e1 then e2 else e3 : t

Die Regel verlangt, dass die Bedingung des Konditionals den Typ bool hat. Weiter ver-
langt die Regel, dass die Konsequenz des Konditionals denselben Typ wie die Alternative
des Konditionals hat. Wenn diese Bedingungen erfüllt sind, ordnet die Regel dem Kon-
ditional den gemeinsamen Typ der Konsequenz und Alternative zu.

Sie wissen jetzt genug, um die Typregeln für Tupelausdrücke und Prozeduranwendun-
gen zu verstehen:

e1 : t1 · · · en : tn

(e1, . . . ,en ) : t1 ∗ · · ·∗ tn

e1 : t1 → t2 e2 : t1

e1 e2 : t2

2.7 Ausführung
Wir beschreiben jetzt so genau wie möglich, wie die folgenden Ausführungsprobleme
gelöst werden können:

• Ausführung von Ausdrücken. Gegeben einen Ausdruck e und eine Umgebung V , be-
stimme den Wert, den e für V liefert.

• Ausführung von Prozeduraufrufen. Gegeben eine Prozedur p und einen Wert v , be-
stimme den Wert, den p für v liefert.

• Ausführung von Deklarationen. Gegeben eine Deklaration D und eine Umgebung V ,
bestimme die Umgebung, die D für V liefert.

• Ausführung von Programmen. Gegeben ein Programm P und eine Umgebung V , be-
stimme die Umgebung, die P für V liefert.

Wie wir bald sehen werden, bestehen zwischen diesen Problemen zirkuläre Abhängig-
keiten.

Wir halten fest, dass wir die folgenden Arten von Werten betrachten: Zahlen, Boolesche
Werte, Tupel, und Prozeduren.

Für Umgebungen benötigen wir eine als Adjunktion bezeichnete Operation V1+V2, die
zwei Umgebungen V1, V2 zu einer Umgebung kombiniert:

[x := 5, y := 7] + [x := 1, z := 3] = [x := 1, y := 7, z := 3]

[x := 1, z := 3] + [x := 5, y := 7] = [x := 5, y := 7, z := 3]

Falls ein Bezeichner von beiden Umgebungen gebunden wird, wird er von der adjun-
gierten Umgebung V1+V2 gemäß V2 gebunden. Wir sagen auch, dass die Bindungen der
rechten Umgebung die Bindungen der linken Umgebung überschreiben. Im Gegensatz
zur Addition von Zahlen ist die Adjunktion von Umgebungen also keine kommutative
Operation.
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gen zu verstehen:

e1 : t1 · · · en : tn

(e1, . . . ,en ) : t1 ∗ · · ·∗ tn

e1 : t1 → t2 e2 : t1

e1 e2 : t2

2.7 Ausführung
Wir beschreiben jetzt so genau wie möglich, wie die folgenden Ausführungsprobleme
gelöst werden können:

• Ausführung von Ausdrücken. Gegeben einen Ausdruck e und eine Umgebung V , be-
stimme den Wert, den e für V liefert.

• Ausführung von Prozeduraufrufen. Gegeben eine Prozedur p und einen Wert v , be-
stimme den Wert, den p für v liefert.

• Ausführung von Deklarationen. Gegeben eine Deklaration D und eine Umgebung V ,
bestimme die Umgebung, die D für V liefert.

• Ausführung von Programmen. Gegeben ein Programm P und eine Umgebung V , be-
stimme die Umgebung, die P für V liefert.

Wie wir bald sehen werden, bestehen zwischen diesen Problemen zirkuläre Abhängig-
keiten.

Wir halten fest, dass wir die folgenden Arten von Werten betrachten: Zahlen, Boolesche
Werte, Tupel, und Prozeduren.

Für Umgebungen benötigen wir eine als Adjunktion bezeichnete Operation V1+V2, die
zwei Umgebungen V1, V2 zu einer Umgebung kombiniert:

[x := 5, y := 7] + [x := 1, z := 3] = [x := 1, y := 7, z := 3]

[x := 1, z := 3] + [x := 5, y := 7] = [x := 5, y := 7, z := 3]

Falls ein Bezeichner von beiden Umgebungen gebunden wird, wird er von der adjun-
gierten Umgebung V1+V2 gemäß V2 gebunden. Wir sagen auch, dass die Bindungen der
rechten Umgebung die Bindungen der linken Umgebung überschreiben. Im Gegensatz
zur Addition von Zahlen ist die Adjunktion von Umgebungen also keine kommutative
Operation.
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if if true then false else true then 10 else 2*3 : int
if true then false else true : bool 10:int 2*3 : int

2: int *:int*int→int 3: inttrue:bool true:boolfalse:bool
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Ableitungsbaum

Ist der Ausdruck 
if if true then false else true then 10 else 2*3 

wohlgetypt und hat den Typ int?

40 2 Programmiersprachliches

2.6 Semantische Zulässigkeit

Bevor ein Interpreter ein Programm ausführt, prüft er zunächst, ob das Programm se-
mantisch zulässig ist. Die damit verbundenen Bedingungen betreffen die Bindung von
Bezeichnern und den typgerechten Aufbau von Ausdrücken.

Zunächst muss ein semantisch zulässiges Programm geschlossen sein (siehe § 2.4). Das
heißt, alle in einem Programm vorkommenden Bezeichnerauftreten müssen innerhalb
des Programms gebunden sein. Beispielsweise ist das Programm

fun f (x:int) : int = if x<y then 1 else x*f(x-1)

unzulässig, da das Auftreten des Bezeichners y in der Bedingung des Konditionals unge-
bunden ist. Wenn wir eine Deklaration für y hinzufügen

val y = 1

fun f (x:int) : int = if x<y then 1 else x*f(x-1)

bekommen wir ein geschlossenes Programm, in dem alle Bezeichnerauftreten ord-
nungsgemäß gebunden sind.

Die Regeln für den typgerechten Aufbau von Ausdrücken stellen sicher, dass Operatio-
nen bei der Ausführung nur auf typgerechte Argumente angewendet werden. Damit wird
beispielsweise ausgeschlossen, dass eine Addition auf ein Tupel oder eine Projektion auf
eine Zahl angewendet wird.

Typgerecht aufgebaute Phrasen bezeichnen wir als wohlgetypt. Bei der Typprüfung ei-
ner Phrase müssen für die freien Bezeichner Typen vorgegeben werden. Zu einem wohl-
getypten Ausdruck kann ein Typ bestimmt werden. Beispielsweise hat der Ausdruck x+y
den Typ real, wenn wir für x und y jeweils den Typ real vorgeben.

Hier ist die Typregel für die Anwendung zweistelliger Operatoren:

e1 : t1 o : t1 ∗ t2 → t e2 : t2

e1 o e2 : t

Die Regel besagt, dass eine Anwendung e1 o e2 wohlgetypt ist und den Typ t hat, wenn
die folgenden Bedingungen erfüllt sind:

1. Der linke Teilausdruck e1 hat den Typ t1.

2. der Operator o hat den Typ t1 ∗ t2 → t .

3. Der rechte Teilausdruck e2 hat den Typ t2.

Als Beispiel betrachten wir den Ausdruck x+5 und nehmen an, dass der Bezeichner x
den Typ int hat. Da der Operator + den Typ int ∗ int → int und die Konstante 5 den Typ
int hat, folgt mit der obigen Typregel, dass der Ausdruck wohlgetypt ist und den Typ int
hat.
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Abbildung 2.5: Verarbeitungsphasen eines Interpreters

Man unterscheidet auch zwischen atomaren und zusammengesetzten Objekten. Die
unmittelbaren Teilobjekte eines zusammengesetzten Objekts bezeichnet man als seine
Komponenten.

Die Syntax einer Programmiersprache regelt die äußere Form der Sprache. Die Semantik
einer Programmiersprache ist mit der Bedeutung der syntaktischen Objekte der Sprache
befasst.

2.9 Semantische Äquivalenz
Wir bezeichnen zwei Phrasen als semantisch äquivalent, wenn sie sich in Bezug auf
die statische und dynamische Semantik nach außen hin gleich verhalten. Beispielswei-
se sind die Ausdrücke x+x und 2∗x semantisch äquivalent. Auch die Prozedurdeklara-
tionen

fun p (x:int, y:int) = x+y

fun p (y:int, x:int) = x+y

sind semantisch äquivalent.

Die Semantik von Programmiersprachen ist in Bezug auf einen abstrakten Interpreter
definiert, der keiner Speicherbeschränkung unterliegt. Weiter nehmen wir an, dass mit
beliebig großen ganzen Zahlen gerechnet werden kann. Semantische Äquivalenz ist in
Bezug auf diese idealisierte Semantik definiert. Das sorgt dafür, dass die Ausdrücke

(x − y)∗ (x − y)

und

x ∗ x −2∗ x ∗ y + y ∗ y
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Umgebungen

‣ Eine Umgebung ist eine Sammlung von 
Bezeichnerbindungen.  
 
Beispiel:  [x:=5, y:=7] 
 
Der Bezeichner x ist an den Wert 5 gebunden, 
der Bezeichner y an den Wert 7. 

‣ Um den Wert eines Ausdrucks mit freien Bezeichnern  
zu bestimmen, benötigen wir eine Umgebung: 
 
x*y hat den Wert 35 in der Umgebung [x:=5, y:=7] 
x*y hat den Wert 40 in der Umgebung [x:=5, y:=8] 
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Tripeldarstellung von Prozeduren

Prozedur = (Code, Typ, Umgebung) 
Die Tripeldarstellung einer Prozedur besteht aus  

‣ dem Code (einer Prozedurdeklaration) 

‣ dem Typ der Prozedur, und  

‣ einer Umgebung, die die freien Bezeichner 
bindet. 

Beispiel: 

 
Die Ausführung bindet p an die Prozedur

38 2 Programmiersprachliches

Dieses Programm ist geschlossen. Die zweite Deklaration des Programms ist für sich al-
leine genommen offen, da der Bezeichner p in der Deklaration frei auftritt. Dagegen ist
die erste Deklaration des Programms geschlossen.

Hier ist ein interessantes Beispiel für eine offene Deklaration:

val x = x

Diese Deklaration hat den freien Bezeichner x, da die durch die Deklaration eingeführte
Bindung nicht innerhalb der Deklaration gilt. Dagegen ist die rekursive Prozedurdekla-
ration

fun f (x:int) : int = if x<1 then 1 else x*f(x-1)

geschlossen, da die durch die Deklaration eingeführte Bindung für f auch innerhalb der
Deklaration gilt.

2.5 Tripeldarstellung von Prozeduren
Für sich alleine genommen beschreibt die Deklaration

fun p (x:int) = x+a

keine Prozedur, da der Wert für den freien Bezeichner a fehlt. Für die Darstellung einer
Prozedur benötigen wir also neben dem sogenannten Code (eine Prozedurdeklaration)
zusätzlich eine Umgebung, die die freien Bezeichner des Codes bindet. Darüber hinaus
ist es hilfreich, den Typ der Prozedur zur Verfügung zu haben. Im Folgenden werden wir
Prozeduren also gemäß der Gleichung

Prozedur = (Code, Typ, Umgebung)

darstellen. Wir sprechen von der Tripeldarstellung einer Prozedur.

Als Beispiel betrachten wir das Programm

val a = 2*7

fun p (x:int) = x+a

Seine Ausführung bindet den Bezeichner p an die Prozedur

( fun p x = x +a
︸ ︷︷ ︸

Code

, int → int
︸ ︷︷ ︸

Typ

, [a := 14]
︸ ︷︷ ︸

Umgebung

)

Im Code der Prozedur verzichten wir auf die Typangabe für die Argumentvariable, da
diese Information als Teil des Prozedurtyps dargestellt wird.

Unser zweites Beispiel ist das Programm
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Adjunktion von Umgebungen

Adjunktion ist eine Operation V1 + V2  
die zwei Umgebungen V1, V2  zu einer Umgebung kombiniert : 

2.7 Ausführung 41

Hier ist die Typregel für Konditionale:

e1 : bool e2 : t e3 : t

if e1 then e2 else e3 : t

Die Regel verlangt, dass die Bedingung des Konditionals den Typ bool hat. Weiter ver-
langt die Regel, dass die Konsequenz des Konditionals denselben Typ wie die Alternative
des Konditionals hat. Wenn diese Bedingungen erfüllt sind, ordnet die Regel dem Kon-
ditional den gemeinsamen Typ der Konsequenz und Alternative zu.

Sie wissen jetzt genug, um die Typregeln für Tupelausdrücke und Prozeduranwendun-
gen zu verstehen:

e1 : t1 · · · en : tn

(e1, . . . ,en ) : t1 ∗ · · ·∗ tn

e1 : t1 → t2 e2 : t1

e1 e2 : t2

2.7 Ausführung
Wir beschreiben jetzt so genau wie möglich, wie die folgenden Ausführungsprobleme
gelöst werden können:

• Ausführung von Ausdrücken. Gegeben einen Ausdruck e und eine Umgebung V , be-
stimme den Wert, den e für V liefert.

• Ausführung von Prozeduraufrufen. Gegeben eine Prozedur p und einen Wert v , be-
stimme den Wert, den p für v liefert.

• Ausführung von Deklarationen. Gegeben eine Deklaration D und eine Umgebung V ,
bestimme die Umgebung, die D für V liefert.

• Ausführung von Programmen. Gegeben ein Programm P und eine Umgebung V , be-
stimme die Umgebung, die P für V liefert.

Wie wir bald sehen werden, bestehen zwischen diesen Problemen zirkuläre Abhängig-
keiten.

Wir halten fest, dass wir die folgenden Arten von Werten betrachten: Zahlen, Boolesche
Werte, Tupel, und Prozeduren.

Für Umgebungen benötigen wir eine als Adjunktion bezeichnete Operation V1+V2, die
zwei Umgebungen V1, V2 zu einer Umgebung kombiniert:

[x := 5, y := 7] + [x := 1, z := 3] = [x := 1, y := 7, z := 3]

[x := 1, z := 3] + [x := 5, y := 7] = [x := 5, y := 7, z := 3]

Falls ein Bezeichner von beiden Umgebungen gebunden wird, wird er von der adjun-
gierten Umgebung V1+V2 gemäß V2 gebunden. Wir sagen auch, dass die Bindungen der
rechten Umgebung die Bindungen der linken Umgebung überschreiben. Im Gegensatz
zur Addition von Zahlen ist die Adjunktion von Umgebungen also keine kommutative
Operation.
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Adjunktion ist nicht kommutativ. 
 
Die Bindungen der rechten Umgebung überschreiben  
die Bindungen der linken Umgebung.
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Frage

Was ist [x:=1, y:=3] + [y:=4, z:=2] ? 

‣ [x:=1, z:=2] 

‣ [y:=3, z:=2] 

‣ [x:=1, y:=3, z:=2] 

‣ [x:=1, y:=4, z:=2] 
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Ausführung (auch: Auswertung, Evaluation)

‣ Ausführung von Programmen. Gegeben ein 
Programm P und eine Umgebung V, bestimme die 
Umgebung, die P für V liefert.  

‣ Ausführung von Deklarationen. Gegeben eine 
Deklaration D und eine Umgebung V, bestimme die 
Umgebung, die D für V liefert.  

‣ Ausführung von Ausdrücken. Gegeben ein Ausdruck 
e und eine Umgebung V, bestimme den Wert, den e für 
V liefert.  

‣ Ausführung von Prozeduranwendungen. Gegeben 
eine Prozedur p und einen Wert v, bestimme den Wert,  
den p für v liefert.  

216.73.216.41



Ausführung von Programmen

‣ Aufbau eines Programms  (siehe syntaktische Gleichung): 
 

‣ Ausführung eines Programms in einer Umgebung V: 

‣ Wenn das Programm leer ist,  
wird die Umgebung V geliefert.  

‣ Wenn das Programm die Form D P hat,  
wird zunächst die Deklaration D in V ausgeführt.  
Wenn das die Umgebung V′ liefert,  
wird das Restprogramm P in V′ ausgeführt und  
das Programm liefert die so erhaltene Umgebung.  

34 2 Programmiersprachliches

〈Argumentmuster 〉1 :: = ( 〈Argumentspezifikation 〉 , . . . , 〈Argumentspezifikation 〉 )

〈Argumentspezifikation 〉 :: = 〈Bezeichner 〉 : 〈Typ 〉

〈atomarer Typ〉 :: =

int

| real

| bool

| unit

〈Deklaration 〉 :: =

〈Val-Deklaration 〉

| 〈Prozedurdeklaration 〉

〈Programm 〉 :: = 〈Deklaration 〉 . . . 〈Deklaration〉

〈Prozedurdeklaration 〉2 :: =

fun 〈Bezeichner 〉 〈Argumentmuster 〉 = 〈Ausdruck 〉

| fun 〈Bezeichner 〉 〈Argumentmuster 〉 : 〈Typ 〉 = 〈Ausdruck 〉

〈Prozedurtyp 〉 :: = 〈Typ 〉 → 〈Typ 〉

〈Tupeltyp 〉 :: = 〈Typ 〉 ∗ . . . ∗ 〈Typ 〉

〈Typ 〉 :: =

〈atomarer Typ 〉

| 〈Prozedurtyp 〉

| 〈Tupeltyp 〉

| ( 〈Typ 〉 )

〈Val-Deklaration 〉 :: = val 〈Val-Muster 〉 = 〈Ausdruck 〉

〈Val-Muster 〉1,3 :: =

〈Bezeichner 〉

| ( 〈Bezeichner 〉 , . . . , 〈Bezeichner 〉 )

1. Die durch ein Muster eingeführten Bezeichner werden als Variablen bezeichnet. Eine Variable
darf in einem Muster nicht mehrfach vorkommen.

2. Wir unterscheiden zwischen dem Kopf (dem Teil vor =) und dem Rumpf (dem Teil nach =)
einer Prozedurdeklaration. Der optionale Typ nach dem Argumentmuster heißt Ergebnistyp.

3. Val-Muster der Form (〈Bezeichner〉, . . . ,〈Bezeichner〉) heißen kartesische Muster.

Abbildung 2.4: Syntaktische Gleichungen für Deklarationen
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Ausführung von Deklarationen
‣ Aufbau einer Deklaration  (siehe syntaktische Gleichung): 

 
 
 

‣ Ausführung einer Deklaration in einer Umgebung V: 

1. Bei einer Val-Deklaration val M = e wird zuerst der  
Ausdruck e in V ausgeführt.  
Wenn das den Wert v liefert, wird die Umgebung V′  
bestimmt, die die Variablen des Musters M gemäß v  
bindet.  
Die Deklaration liefert dann die Umgebung V+V ′.  
 
 
 

34 2 Programmiersprachliches

〈Argumentmuster 〉1 :: = ( 〈Argumentspezifikation 〉 , . . . , 〈Argumentspezifikation 〉 )

〈Argumentspezifikation 〉 :: = 〈Bezeichner 〉 : 〈Typ 〉

〈atomarer Typ〉 :: =

int

| real

| bool

| unit

〈Deklaration 〉 :: =

〈Val-Deklaration 〉

| 〈Prozedurdeklaration 〉

〈Programm 〉 :: = 〈Deklaration 〉 . . . 〈Deklaration〉

〈Prozedurdeklaration 〉2 :: =

fun 〈Bezeichner 〉 〈Argumentmuster 〉 = 〈Ausdruck 〉

| fun 〈Bezeichner 〉 〈Argumentmuster 〉 : 〈Typ 〉 = 〈Ausdruck 〉

〈Prozedurtyp 〉 :: = 〈Typ 〉 → 〈Typ 〉

〈Tupeltyp 〉 :: = 〈Typ 〉 ∗ . . . ∗ 〈Typ 〉

〈Typ 〉 :: =

〈atomarer Typ 〉

| 〈Prozedurtyp 〉

| 〈Tupeltyp 〉

| ( 〈Typ 〉 )

〈Val-Deklaration 〉 :: = val 〈Val-Muster 〉 = 〈Ausdruck 〉

〈Val-Muster 〉1,3 :: =

〈Bezeichner 〉

| ( 〈Bezeichner 〉 , . . . , 〈Bezeichner 〉 )

1. Die durch ein Muster eingeführten Bezeichner werden als Variablen bezeichnet. Eine Variable
darf in einem Muster nicht mehrfach vorkommen.

2. Wir unterscheiden zwischen dem Kopf (dem Teil vor =) und dem Rumpf (dem Teil nach =)
einer Prozedurdeklaration. Der optionale Typ nach dem Argumentmuster heißt Ergebnistyp.

3. Val-Muster der Form (〈Bezeichner〉, . . . ,〈Bezeichner〉) heißen kartesische Muster.

Abbildung 2.4: Syntaktische Gleichungen für Deklarationen
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Ausführung von Deklarationen
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die die freien Bezeichner der Prozedurdeklaration binden. 
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Beispiel
2.5 Tripeldarstellung von Prozeduren 39

val a = 2*7

fun p (x:int) = x+a

fun q (x:int) = x + p x

Seine Ausführung liefert die folgenden Bezeichnerbindungen:

a := 14

p := (fun p x = x+a, int → int, [a := 14])

q := (fun q x = x+p x, int → int,

[p := (fun p x = x+a, int → int, [a := 14])])

Beachten Sie, dass die Darstellung der Prozedur q in sich abgeschlossen ist, da sie die
Darstellung der Prozedur p enthält.

Betrachten Sie jetzt das Programm

fun p (x:int) = x

fun q (x:int) = p x

fun p (x:int) = 2*x

val a = (p 5, q 5)

Da die Prozedur q mit der ersten Bindung von p gebildet wird, kommt diese auch bei der
Anwendung von q in der vierten Zeile zum Einsatz, obwohl an dieser Stelle bereits eine
andere Bindung für p vorliegt. Das bedeutet, dass a an (10,5) gebunden wird. Insgesamt
liefert das obige Programm die folgenden Bindungen:

p := (fun p x = 2∗x, int → int, [ ])

q := (fun q x = p x, int → int, [p:= (fun p x = x, int → int, [ ])])

a := (10,5)

Die durch die erste Deklaration für p eingeführte Bindung überlebt also in der Umge-
bung der an q gebundenen Prozedur.

Wir halten fest, dass der Rumpf einer Prozedur immer mit den Bindungen arbeitet, die
bei der Ausführung der Deklaration der Prozedur vorlagen. Diese Konvention wird als
statisches oder lexikalisches Bindungsprinzip bezeichnet.

Aufgabe 2.4 Welche Bindungen berechnet das folgende Programm?

fun f (x:bool) = if x then 1 else 0

val x = 5*7

fun g (z:int) = f(z<x)<x

val x = g 5
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Beispiel
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statisches (auch: lexikalisches) Bindungsprinzip: 
Der Rumpf einer Prozedur arbeitet immer mit den Bindungen, 
die bei der Ausführung der Deklaration der Prozedur vorlagen.
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Ausführung von Ausdrücken

‣ Aufbau eines Ausdrucks  (siehe syntaktische Gleichungen): 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

‣ Ausführung eines Ausdrucks in einer Umgebung V: 

1. Die Ausführung eines Ausdrucks, der nur aus einer Konstanten 
besteht, liefert den durch die Konstante bezeichneten Wert. 

2. Die Ausführung eines Ausdrucks, der nur aus einem Bezeichner 
besteht, liefert den von V für den Bezeichner gegebenen Wert.

2.2 Syntaxübersicht 33

〈Anwendung〉 :: =

〈Operatoranwendung 〉

| 〈Prozeduranwendung 〉

| 〈Projektion 〉

〈atomarer Ausdruck 〉 :: =

〈Konstante 〉

| 〈Bezeichner 〉

〈Ausdruck 〉 :: =

〈atomarer Ausdruck 〉

| 〈Anwendung〉

| 〈Konditional 〉

| 〈Tupelausdruck 〉

| 〈Let-Ausdruck 〉

| ( 〈Ausdruck 〉 )

〈Konditional 〉1 :: = if 〈Ausdruck 〉 then 〈Ausdruck 〉 else 〈Ausdruck 〉

〈Let-Ausdruck 〉 :: = let 〈Programm〉 in 〈Ausdruck 〉 end

〈Operatoranwendung 〉 :: =

〈einstelliger Operator 〉 〈Ausdruck 〉

| 〈Ausdruck 〉 〈zweistelliger Operator 〉 〈Ausdruck 〉

〈Projektion〉 :: = # 〈positive ganze Zahl〉 〈Ausdruck 〉

〈Prozeduranwendung 〉 :: = 〈Ausdruck 〉 〈Ausdruck 〉

〈Tupelausdruck 〉2 :: = ( 〈Ausdruck 〉 , . . . , 〈Ausdruck 〉 )

1. Die drei Komponenten eines Konditionals heißen Bedingung, Konsequenz und Alternative.

2. Tupelausdrücke müssen mit mindestens zwei Komponenten gebildet werden.

Abbildung 2.3: Syntaktische Gleichungen für Ausdrücke
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Ausführung von Ausdrücken

‣ Ausführung eines Ausdrucks in einer Umgebung V: 

3. … 
4. … 
5. … 

6. Die Ausführung einer Prozeduranwendung e1 e2 beginnt mit 
der Ausführung der Teilausdrücke e1 und e2 in V.  
Wenn diese die Prozedur p und den Wert v liefern,  
wird der Prozeduraufruf p v ausgeführt.  
Die Prozeduranwendung liefert den so erhaltenen Wert.  
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Ausführung von Prozeduraufrufen

Bei einem Aufruf einer Prozedur  p = (fun f M = e, t, V)  
mit einem Wert v  

‣ wird zuerst die Umgebung V′ bestimmt, die die Variablen 
des Musters M gemäß dem Argument v bindet.  

‣ Dann wird der Prozedurrumpf e  
in der Umgebung (V + [ f := p ]) + V′ ausgeführt.  

Der Prozeduraufruf liefert den so erhaltenen Wert.  

 
Die Bindung f := p ermöglicht rekursive Prozeduraufrufe.
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Ausführung von Prozeduraufrufen
‣ Ausführung eines Ausdrucks in einer Umgebung V: 

7. Die Ausführung eines Konditionals if e1 then e2 else e3 
beginnt mit der Ausführung der Bedingung e1 in V .  
Wenn e1 den Wert true liefert, wird die Konsequenz e2 in V 
ausgeführt und das Konditional liefert den so erhaltenen Wert.  
Wenn e1 den Wert false liefert, wird die Alternative e3 in V 
ausgeführt und das Konditional liefert den so erhaltenen Wert.  

8. Die Ausführung eines Tupelausdrucks (e1,..., en) beginnt mit 
der Ausführung der Teilausdrücke e1,..., en in V. Wenn diese die 
Werte v1,..., vn liefern, liefert der Tupelausdruck das Tupel (v1,..., 
vn).  

9. Die Ausführung eines Let-Ausdrucks let P in e end beginnt 
mit der Ausführung des Programms P in V. Wenn diese die 
Umgebung V′ liefert, wird der Ausdruck e in V′ ausgeführt.  
Der Let-Ausdruck liefert den so erhaltenen Wert. 
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Semantische Äquivalenz

Zwei Programme sind semantisch äquivalent, 
wenn sie sich bezüglich statischer und dynamischer Semantik  
nach außen hin gleich verhalten. 

val h = 3*2                 ist äquivalent zu      val h = 3+3 

fun f(x:int) = 2+x      ist äquivalent zu      fun f(y:int) = 2+y  

val z = (x-y) * (x-y)    ist äquivalent zu     val z = x*x - 2*x*y + y*y 

 
Hierbei wird ein idealisierter Interpreter angenommen. 
Semantisch äquivalente Programme zeigen nicht notwendigerweise 
das gleiche Verhalten in SOSML.
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Kapitel 3 
Höherstufige Prozeduren
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Abstraktionen

Abstraktionen sind Ausdrücke die Prozeduren beschreiben. 

Beispiele: 

3 Höherstufige Prozeduren

Viele Berechnungsaufgaben können durch Rückführung auf bekannte Berechnungs-
techniken gelöst werden. In diesem Kapitel lernen Sie höherstufige und polymorphe
Prozeduren kennen, mit denen Berechnungstechniken programmiersprachlich formu-
liert werden können. Außerdem behandeln wir den Mechanismus der Typinferenz, der
uns bei der Deklaration von Prozeduren viel Schreibarbeit erspart, indem er fehlende
Typangaben automatisch ergänzt.

3.1 Abstraktionen und kaskadierte Prozeduren

Bisher haben wir Prozeduren mit Deklarationen beschrieben, die die beschriebene Pro-
zedur an einen Bezeichner binden. Es ist aber oft einfacher, Prozeduren durch spezielle
Ausdrücke zu beschreiben, die als Abstraktionen bezeichnet werden. Abstraktionen be-
stehen aus einem Argumentmuster und einem Ausdruck und haben die Form

fn 〈Argumentmuster 〉 ⇒ 〈Ausdruck 〉

Hier sind Beispiele:

fn (x:int) => x*x

fn : int → int

(fn (x:int) => x*x) 7

49 : int

fn (x:int, y:int) => x*y

fn : int * int → int

(fn (x:int, y:int) => x*y) (4,7)

28 : int

Abstraktionen ermöglichen die Beschreibung von Prozeduren, die Prozeduren als Ergeb-
nis liefern:

fun mul (x:int) = fn (y:int) => x*y

val mul : int → ( int → int )

mul 7

fn : int → int
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Prozedurdeklarationen

Prozedurdeklaration: 
   fun f … = …
abkürzende Schreibweise für: 
   val f = fn … => … 
Für rekursive Prozeduren: 
        val rec f = fn … => …

Beispiel: 

fun p (x:int, n:int) :int  
      = if n>0 then x*p(x,n-1) else 1    
val rec p:int*int->int = fn (x:int, n:int)  
      => if n>0 then x*p(x,n-1) else 1 
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Kaskadierte Prozeduren

Prozeduren die Prozeduren als Ergebnis liefern, 
werden als kaskadiert bezeichnet.  

Beispiel: 

3 Höherstufige Prozeduren

Viele Berechnungsaufgaben können durch Rückführung auf bekannte Berechnungs-
techniken gelöst werden. In diesem Kapitel lernen Sie höherstufige und polymorphe
Prozeduren kennen, mit denen Berechnungstechniken programmiersprachlich formu-
liert werden können. Außerdem behandeln wir den Mechanismus der Typinferenz, der
uns bei der Deklaration von Prozeduren viel Schreibarbeit erspart, indem er fehlende
Typangaben automatisch ergänzt.

3.1 Abstraktionen und kaskadierte Prozeduren

Bisher haben wir Prozeduren mit Deklarationen beschrieben, die die beschriebene Pro-
zedur an einen Bezeichner binden. Es ist aber oft einfacher, Prozeduren durch spezielle
Ausdrücke zu beschreiben, die als Abstraktionen bezeichnet werden. Abstraktionen be-
stehen aus einem Argumentmuster und einem Ausdruck und haben die Form

fn 〈Argumentmuster 〉 ⇒ 〈Ausdruck 〉

Hier sind Beispiele:

fn (x:int) => x*x

fn : int → int

(fn (x:int) => x*x) 7

49 : int

fn (x:int, y:int) => x*y

fn : int * int → int

(fn (x:int, y:int) => x*y) (4,7)

28 : int

Abstraktionen ermöglichen die Beschreibung von Prozeduren, die Prozeduren als Ergeb-
nis liefern:

fun mul (x:int) = fn (y:int) => x*y

val mul : int → ( int → int )

mul 7

fn : int → int
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50 3 Höherstufige Prozeduren

it 3

21 : int

mul 7 5

35 : int

Prozeduren, die Prozeduren als Ergebnis liefern, werden als kaskadierte Prozeduren be-
zeichnet.1 Wir haben jetzt zwei Möglichkeiten, eine mehrstellige Operation wie Multi-
plikation durch eine Prozedur darzustellen. Bei der kaskadierten Darstellung verwen-
den wir eine Prozedur des Typs int → (int → int), die wie oben gezeigt deklariert wer-
den kann. Bei der kartesischen Darstellung verwenden wir eine Prozedur des Typs
int ∗ int → int, die wie folgt deklariert werden kann:

fun mul (x:int, y:int) = x*y

val mul : int * int → int

mul (7,5)

35 : int

Bei der kartesischen Darstellung werden die Argumente einer mehrstelligen Operation
also mithilfe eines Tupels zu einem Argument zusammengefasst. Bei der kaskadierten
Darstellung werden die Argumente dagegen jeweils für sich übergeben.

Im Zusammenhang mit kaskadierten Prozeduren sind zwei Klammersparregeln von Be-
deutung:

e1 e2 e3 ! (e1 e2)e3 Prozeduranwendung klammert links

t1 → t2 → t3 ! t1 → (t2 → t3) Pfeil klammert rechts

Mit kaskadierten Prozedurdeklarationen können kaskadierte Prozeduren auch ohne
Abstraktionen deklariert werden:

fun f (x:int) (y:int) (z:int) = x+y+z

val f : int → int → int → int

Diese Deklaration beschreibt dieselbe Prozedur wie

fun f (x:int) = fn (y:int) => fn (z:int) => x+y+z

Aufgabe 3.1 Deklarieren Sie eine Prozedur mul : int → int → int → int, die das Produkt
dreier Zahlen liefert. Deklarieren Sie mul auf 3 Arten: Mit einer kaskadierten Prozedur-
deklaration, mit einer Prozedurdeklaration und zwei Abstraktionen, und mit einer De-
klaration mit val und drei Abstraktionen.

1Kaskadierte Prozeduren werden im Englischen als curried procedures bezeichnet. Diese Bezeichnung
nimmt Bezug auf Haskell B. Curry, der die kaskadierte Darstellung mehrstelliger Operationen bekannt mach-
te. Erfunden wurde die kaskadierte Darstellung um 1920 von Moses Schönfinkel.
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