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Kaskadierte Prozeduren

Prozeduren die Prozeduren als Ergebnis liefern, 
werden als kaskadiert bezeichnet.  

Beispiel: 

3 Höherstufige Prozeduren

Viele Berechnungsaufgaben können durch Rückführung auf bekannte Berechnungs-
techniken gelöst werden. In diesem Kapitel lernen Sie höherstufige und polymorphe
Prozeduren kennen, mit denen Berechnungstechniken programmiersprachlich formu-
liert werden können. Außerdem behandeln wir den Mechanismus der Typinferenz, der
uns bei der Deklaration von Prozeduren viel Schreibarbeit erspart, indem er fehlende
Typangaben automatisch ergänzt.

3.1 Abstraktionen und kaskadierte Prozeduren

Bisher haben wir Prozeduren mit Deklarationen beschrieben, die die beschriebene Pro-
zedur an einen Bezeichner binden. Es ist aber oft einfacher, Prozeduren durch spezielle
Ausdrücke zu beschreiben, die als Abstraktionen bezeichnet werden. Abstraktionen be-
stehen aus einem Argumentmuster und einem Ausdruck und haben die Form

fn 〈Argumentmuster 〉 ⇒ 〈Ausdruck 〉

Hier sind Beispiele:

fn (x:int) => x*x

fn : int → int

(fn (x:int) => x*x) 7

49 : int

fn (x:int, y:int) => x*y

fn : int * int → int

(fn (x:int, y:int) => x*y) (4,7)

28 : int

Abstraktionen ermöglichen die Beschreibung von Prozeduren, die Prozeduren als Ergeb-
nis liefern:

fun mul (x:int) = fn (y:int) => x*y

val mul : int → ( int → int )

mul 7

fn : int → int
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it 3

21 : int

mul 7 5

35 : int

Prozeduren, die Prozeduren als Ergebnis liefern, werden als kaskadierte Prozeduren be-
zeichnet.1 Wir haben jetzt zwei Möglichkeiten, eine mehrstellige Operation wie Multi-
plikation durch eine Prozedur darzustellen. Bei der kaskadierten Darstellung verwen-
den wir eine Prozedur des Typs int → (int → int), die wie oben gezeigt deklariert wer-
den kann. Bei der kartesischen Darstellung verwenden wir eine Prozedur des Typs
int ∗ int → int, die wie folgt deklariert werden kann:

fun mul (x:int, y:int) = x*y

val mul : int * int → int

mul (7,5)

35 : int

Bei der kartesischen Darstellung werden die Argumente einer mehrstelligen Operation
also mithilfe eines Tupels zu einem Argument zusammengefasst. Bei der kaskadierten
Darstellung werden die Argumente dagegen jeweils für sich übergeben.

Im Zusammenhang mit kaskadierten Prozeduren sind zwei Klammersparregeln von Be-
deutung:

e1 e2 e3 ! (e1 e2)e3 Prozeduranwendung klammert links

t1 → t2 → t3 ! t1 → (t2 → t3) Pfeil klammert rechts

Mit kaskadierten Prozedurdeklarationen können kaskadierte Prozeduren auch ohne
Abstraktionen deklariert werden:

fun f (x:int) (y:int) (z:int) = x+y+z

val f : int → int → int → int

Diese Deklaration beschreibt dieselbe Prozedur wie

fun f (x:int) = fn (y:int) => fn (z:int) => x+y+z

Aufgabe 3.1 Deklarieren Sie eine Prozedur mul : int → int → int → int, die das Produkt
dreier Zahlen liefert. Deklarieren Sie mul auf 3 Arten: Mit einer kaskadierten Prozedur-
deklaration, mit einer Prozedurdeklaration und zwei Abstraktionen, und mit einer De-
klaration mit val und drei Abstraktionen.

1Kaskadierte Prozeduren werden im Englischen als curried procedures bezeichnet. Diese Bezeichnung
nimmt Bezug auf Haskell B. Curry, der die kaskadierte Darstellung mehrstelliger Operationen bekannt mach-
te. Erfunden wurde die kaskadierte Darstellung um 1920 von Moses Schönfinkel.
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Kaskadierte Prozedurdeklarationen

beschreibt dieselbe Prozedur wie
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Höherstufige Prozeduren
Eine Prozedur heißt höherstufig,  
wenn eines ihrer Argumente eine Prozedur ist. 

Beispiel: 
 
 
 

‣ Summe der Zahlen von 1 bis 100 
 
 

‣ Summe der Quadratzahlen von 12 bis 102  

52 3 Höherstufige Prozeduren

Durch Verwendung des Schlüsselworts rec ist es möglich, auch rekursive Prozeduren
durch Deklaration mit val und Abstraktionen zu beschreiben:

val rec fac = fn (n:int) => if n<2 then 1 else n*fac(n-1)

val fac : int → int

fac 5

120 : int

Aufgabe 3.6 Geben Sie die Tripeldarstellung der Prozedur an, zu der der folgende Aus-
druck auswertet:

(fn (x:int) => fn (b:bool) => if b then x else 7) (2+3)

Aufgabe 3.7 Geben Sie die Tripeldarstellung der Prozedur an, zu der der folgende Aus-
druck auswertet:

let val a = 7

fun f (x:int) = a + x

fun g (x:int) (y:int) : int = g (f x) y

in

g (f 5)

end

Aufgabe 3.8 Deklarieren Sie eine Prozedur power : int → int → int, die zu x und n ≥ 0
die Potenz xn liefert, wie folgt:

a) Mit einer kaskadierten Deklaration.

b) Mit einer Deklaration mit val und Abstraktionen.

3.3 Höherstufige Prozeduren
Eine Prozedur heißt höherstufig, wenn eines ihrer Argumente eine Prozedur ist. Als ers-
tes Beispiel betrachten wir eine Prozedur sum, die zu einer Prozedur f und einer Zahl
n ≥ 0 die Summe 0+ f 1 · · ·+ f n liefert:2

sum : (int → int) → int → int

sum f n = 0+ f 1 · · ·+ f n

Wir deklarieren sum wie folgt:

2Frage: Warum schreiben wir statt 0+ f 1 · · · + f n nicht einfacher f 1+·· · + f n? Antwort: Wir wollen die
Rekursionsgleichungen der Prozedur sum genauer wiedergeben:

sum f n = 0 für n < 1
sum f n = sum f (n −1)+ f n für n ≥ 1
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fun sum (f:int->int) (n:int) : int =

if n<1 then 0 else sum f (n-1) + f n

Die Summe der Zahlen von 1 bis 100 bekommen wir mit sum gemäß

sum (fn (i:int) => i) 100

5050 : int

Die Summe der Quadratzahlen 12 bis 102 erhalten wir wie folgt:

sum (fn (i:int) => i*i) 10

385 : int

Schließlich deklarieren wir mit sum eine Prozedur gauss, die zu n ≥ 0 die Summe der
Zahlen 0 bis n liefert.

val gauss = sum (fn (i:int) => i)

val gauss : int → int

Aufgabe 3.9 Deklarieren Sie eine Prozedur prod : (int → int) → int → int, die für n ≥ 0
die Gleichung prod f n = 1 · ( f 1) . . . · ( f n) erfüllt. Deklarieren Sie außerdem mithilfe von
prod eine Prozedur fac : int → int, die für n ≥ 0 die Fakultät n! berechnet (siehe Aufga-
be 1.26 auf S. 21). Die Prozedur fac soll nicht rekursiv sein.

Aufgabe 3.10 Deklarieren Sie mithilfe der höherstufigen Prozedur sum eine Prozedur
sum′ : (int → int) → int → int → int, die für k ≥ 0 die Gleichung sum′ f m k = 0+ f (m +
1) · · ·+ f (m +k) erfüllt. Die Prozedur sum′ soll nicht rekursiv sein.

Aufgabe 3.11 Geben Sie die Baumdarstellungen der folgenden Typen an:

a) (int → int) → int

b) int → (int ∗bool → int) → int

c) (int → bool) → (bool → real) → int → real

Aufgabe 3.12 Geben Sie geschlossene Abstraktionen an, die die folgenden Typen haben:

a) (int ∗ int → bool) → int → bool

b) (int → bool → real) → int → bool → real

c) (int → bool) → (bool → real) → int → real

d) (int → real) → (bool → int) → int ∗bool → real∗ int

Die Abstraktionen sollen nur mit Prozeduranwendungen, Tupeln und Bezeichnern ge-
bildet werden. Konstanten und Operatoren sollen nicht verwendet werden.

Aufgabe 3.13 Schreiben Sie zwei Prozeduren

cas : (int ∗ int → int) → int → int → int

car : (int → int → int) → int ∗ int → int
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Klammersparregeln

‣ Prozeduranwendung klammert links 
 
 

‣ Pfeil klammert rechts 
 
 

‣ Stern vor Pfeil 
 
 

36 2 Programmiersprachliches

Phrasen eindeutig durch Wortdarstellungen zu beschreiben. Hier sind Beispiele:

+

∗

•

f 2

x

3

f 2∗x+3

+

•

f ∗

2 x

3

f (2∗x)+3

∗

•

f 2

+

x 3

(f 2)∗ (x+3)

•

f ∗

2 +

x 3

f (2∗ (x+3))

Wenn Sie wollen, können Sie überflüssige Klammern setzen. Beispielsweise beschrei-
ben die Zeichendarstellungen

2*f~2+3 2*(f~2)+3 (2*(f~2))+3 ((2*(f~2))+3)

alle den gleichen Ausdruck.

Standard ML ist mit diversen Klammersparregeln ausgestattet. Hier sind Beispiele für
die wichtigsten:

3∗4+5 ! (3∗4)+5 Punkt vor Strich

2+3+4 ! (2+3)+4 Operatoranwendung klammert links

2−3+4 ! (2−3)+4

f 3+4 ! (f 3)+4 Prozeduranwendung vor Operatoranwendung

f g 3 ! (f g) 3 Prozeduranwendung klammert links

Die letzte Regel wird Ihnen erst einleuchten, wenn Sie mehr von Standard ML gesehen
haben (siehe kaskadierte Prozeduren in § 3.1). Wir erwähnen sie aber bereits hier, damit
Sie nicht zu viele Klammern weglassen. Wenn Sie es versehentlich doch tun, wird der
Interpreter das mit vorerst für Sie undurchschaubaren Fehlermeldungen quittieren.

Auch für Typen gibt es eine Klammersparregel:

int ∗ int → int ∗ int ! (int ∗ int) → (int ∗ int) Stern vor Pfeil

Eine Zusammenstellung aller Klammersparregeln finden Sie in Anhang A (S. 353).

Merken Sie sich die folgenden Tatsachen zur Darstellung von Phrasen:

1. Jede Phrase hat genau eine Baumdarstellung.

2. Eine Phrase kann mehrere Wortdarstellungen haben, die sich durch das Weglassen
oder Hinzufügen von überflüssigen Klammerpaaren unterscheiden.

3. Verschiedene Phrasen derselben syntaktischen Kategorie haben stets verschiedene
Wortdarstellungen.

Aufgabe 2.2 Geben Sie die Baumdarstellungen der folgenden durch Zeichendarstellun-
gen beschriebenen Phrasen an.

a) x+3*f x-4
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50 3 Höherstufige Prozeduren

it 3

21 : int

mul 7 5

35 : int

Prozeduren, die Prozeduren als Ergebnis liefern, werden als kaskadierte Prozeduren be-
zeichnet.1 Wir haben jetzt zwei Möglichkeiten, eine mehrstellige Operation wie Multi-
plikation durch eine Prozedur darzustellen. Bei der kaskadierten Darstellung verwen-
den wir eine Prozedur des Typs int → (int → int), die wie oben gezeigt deklariert wer-
den kann. Bei der kartesischen Darstellung verwenden wir eine Prozedur des Typs
int ∗ int → int, die wie folgt deklariert werden kann:

fun mul (x:int, y:int) = x*y

val mul : int * int → int

mul (7,5)

35 : int

Bei der kartesischen Darstellung werden die Argumente einer mehrstelligen Operation
also mithilfe eines Tupels zu einem Argument zusammengefasst. Bei der kaskadierten
Darstellung werden die Argumente dagegen jeweils für sich übergeben.

Im Zusammenhang mit kaskadierten Prozeduren sind zwei Klammersparregeln von Be-
deutung:

e1 e2 e3 ! (e1 e2)e3 Prozeduranwendung klammert links

t1 → t2 → t3 ! t1 → (t2 → t3) Pfeil klammert rechts

Mit kaskadierten Prozedurdeklarationen können kaskadierte Prozeduren auch ohne
Abstraktionen deklariert werden:

fun f (x:int) (y:int) (z:int) = x+y+z

val f : int → int → int → int

Diese Deklaration beschreibt dieselbe Prozedur wie

fun f (x:int) = fn (y:int) => fn (z:int) => x+y+z

Aufgabe 3.1 Deklarieren Sie eine Prozedur mul : int → int → int → int, die das Produkt
dreier Zahlen liefert. Deklarieren Sie mul auf 3 Arten: Mit einer kaskadierten Prozedur-
deklaration, mit einer Prozedurdeklaration und zwei Abstraktionen, und mit einer De-
klaration mit val und drei Abstraktionen.

1Kaskadierte Prozeduren werden im Englischen als curried procedures bezeichnet. Diese Bezeichnung
nimmt Bezug auf Haskell B. Curry, der die kaskadierte Darstellung mehrstelliger Operationen bekannt mach-
te. Erfunden wurde die kaskadierte Darstellung um 1920 von Moses Schönfinkel.
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Tripeldarstellung

‣ Beispiel 1: 
 
liefert die Bindungen: 
 
 
 

‣ Beispiel 2: 
 
liefert die Bindungen: 
 
 

3.2 Tripeldarstellung und Rekursion 51

Aufgabe 3.2 Deklarieren Sie zwei Prozeduren, die die Operation div (ganzzahlige Divi-
sion) kartesisch und kaskadiert darstellen.

Aufgabe 3.3 Geben Sie die Baumdarstellung des Ausdrucks

mul x y + mul x (y + 2) * 5

an. Überprüfen Sie die Richtigkeit Ihrer Darstellung mit einem Interpreter.

Aufgabe 3.4 Geben Sie die Baumdarstellungen der folgenden Typen an:

a) int → real → int → bool

b) int → int ∗bool∗ int → int

Aufgabe 3.5 Geben Sie zu den folgenden Abstraktionen semantisch äquivalente Aus-
drücke an, die ohne die Verwendung von Abstraktionen gebildet sind.

a) fn (x : int) ⇒ x∗x

b) fn (x : int) ⇒ fn (y : int) ⇒ x+y

Hilfe: Verwenden Sie Let-Ausdrücke und Prozedurdeklarationen.

3.2 Tripeldarstellung und Rekursion
Wir betrachten jetzt Beispiele für die Tripeldarstellung kaskadierter Prozeduren. Wir be-
ginnen mit dem Programm

fun f (x:int) (y:int) = x+y

val g = f 7

das die folgenden Bindungen liefert:

f := (fun f x y = x+y, int → int → int, [ ])

g := (fn y ⇒ x+y, int → int, [x := 7])

Der Code der aus der kaskadierten Prozedur f abgeleiteten Prozedur g wird also durch
eine Abstraktion dargestellt. Unser zweites Programm

fun f (x:int) (y:int) : int = f x y

val g = f 7

liefert eine endrekursive kaskadierte Prozedur f und eine daraus abgeleitete Prozedur g:

f := (fun f x y = f x y, int → int → int, [ ])

g := (fn y ⇒ f x y, int → int,
[x := 7, f := (fun f x y = f x y, int → int → int, [ ])])

Beachten Sie, dass die abgeleitete Prozedur g nicht rekursiv ist. Sie wendet jedoch die
rekursive Prozedur f an, die in ihrer Umgebung abgelegt ist.
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Bestimmte Iteration: Iter

54 3 Höherstufige Prozeduren

sodass cas zur kartesischen Darstellung einer zweistelligen Operation die kaskadierte
Darstellung und car zur kaskadierten Darstellung die kartesische Darstellung liefert. Er-
proben Sie cas und car mit Prozeduren, die das Maximum zweier Zahlen liefern:

fun maxCas (x:int) (y:int) = if x<y then y else x

fun maxCar (x:int, y:int) = if x<y then y else x

val maxCas’ = cas maxCar

val maxCar’ = car maxCas

Wenn Sie cas und car richtig geschrieben haben, verhält sich maxCas′ genauso wie
maxCas und maxCar′ genauso wie maxCar. Hinweis: Die Aufgabe hat eine sehr einfache
Lösung.

3.3.1 Bestimmte Iteration: Iter

Als zweites Beispiel für eine höherstufige Prozedur betrachten wir eine endrekursive
Prozedur

iter : int → int → (int → int) → int

die zu einer Zahl n ≥ 0 (der Schrittzahl), einer Zahl s (dem Startwert) und einer Proze-
dur f (der Schrittfunktion) die Zahl liefert, die man durch n-maliges Anwenden von f
auf s erhält:

iter n s f = f (. . . ( f
︸ ︷︷ ︸

n-mal

s) . . . )

Wir deklarieren iter wie folgt:

fun iter (n:int) (s:int) (f:int->int) : int =

if n<1 then s else iter (n-1) (f s) f

Die durch iter formulierte Berechnungstechnik wird als bestimmte Iteration bezeich-
net.3 Mit bestimmter Iteration können wir beispielsweise die Potenzen xn endrekursiv
berechnen, da diese ausgehend von 1 durch n-maliges Multiplizieren mit x bestimmt
werden können:

xn = 1 ·x . . . · x
︸ ︷︷ ︸

n-mal

fun power (x:int) (n:int) = iter n 1 (fn (a:int) => a*x)

val power : int → int → int

power 2 10

1024 : int

3Bestimmte Iteration ist in vielen Programmiersprachen in der Form von For-Schleifen verfügbar.

Bereitgestellt von | Saarländische Universitäts- und Landesbibliothek
Angemeldet

Heruntergeladen am | 10.10.14 14:35

Schrittzahl Startwert Schrittfunktion

54 3 Höherstufige Prozeduren

sodass cas zur kartesischen Darstellung einer zweistelligen Operation die kaskadierte
Darstellung und car zur kaskadierten Darstellung die kartesische Darstellung liefert. Er-
proben Sie cas und car mit Prozeduren, die das Maximum zweier Zahlen liefern:

fun maxCas (x:int) (y:int) = if x<y then y else x

fun maxCar (x:int, y:int) = if x<y then y else x

val maxCas’ = cas maxCar

val maxCar’ = car maxCas

Wenn Sie cas und car richtig geschrieben haben, verhält sich maxCas′ genauso wie
maxCas und maxCar′ genauso wie maxCar. Hinweis: Die Aufgabe hat eine sehr einfache
Lösung.

3.3.1 Bestimmte Iteration: Iter

Als zweites Beispiel für eine höherstufige Prozedur betrachten wir eine endrekursive
Prozedur

iter : int → int → (int → int) → int

die zu einer Zahl n ≥ 0 (der Schrittzahl), einer Zahl s (dem Startwert) und einer Proze-
dur f (der Schrittfunktion) die Zahl liefert, die man durch n-maliges Anwenden von f
auf s erhält:

iter n s f = f (. . . ( f
︸ ︷︷ ︸

n-mal

s) . . . )

Wir deklarieren iter wie folgt:

fun iter (n:int) (s:int) (f:int->int) : int =

if n<1 then s else iter (n-1) (f s) f

Die durch iter formulierte Berechnungstechnik wird als bestimmte Iteration bezeich-
net.3 Mit bestimmter Iteration können wir beispielsweise die Potenzen xn endrekursiv
berechnen, da diese ausgehend von 1 durch n-maliges Multiplizieren mit x bestimmt
werden können:

xn = 1 ·x . . . · x
︸ ︷︷ ︸

n-mal

fun power (x:int) (n:int) = iter n 1 (fn (a:int) => a*x)

val power : int → int → int

power 2 10

1024 : int

3Bestimmte Iteration ist in vielen Programmiersprachen in der Form von For-Schleifen verfügbar.

Bereitgestellt von | Saarländische Universitäts- und Landesbibliothek
Angemeldet

Heruntergeladen am | 10.10.14 14:35

54 3 Höherstufige Prozeduren

sodass cas zur kartesischen Darstellung einer zweistelligen Operation die kaskadierte
Darstellung und car zur kaskadierten Darstellung die kartesische Darstellung liefert. Er-
proben Sie cas und car mit Prozeduren, die das Maximum zweier Zahlen liefern:

fun maxCas (x:int) (y:int) = if x<y then y else x

fun maxCar (x:int, y:int) = if x<y then y else x

val maxCas’ = cas maxCar

val maxCar’ = car maxCas

Wenn Sie cas und car richtig geschrieben haben, verhält sich maxCas′ genauso wie
maxCas und maxCar′ genauso wie maxCar. Hinweis: Die Aufgabe hat eine sehr einfache
Lösung.

3.3.1 Bestimmte Iteration: Iter

Als zweites Beispiel für eine höherstufige Prozedur betrachten wir eine endrekursive
Prozedur

iter : int → int → (int → int) → int

die zu einer Zahl n ≥ 0 (der Schrittzahl), einer Zahl s (dem Startwert) und einer Proze-
dur f (der Schrittfunktion) die Zahl liefert, die man durch n-maliges Anwenden von f
auf s erhält:

iter n s f = f (. . . ( f
︸ ︷︷ ︸

n-mal

s) . . . )

Wir deklarieren iter wie folgt:

fun iter (n:int) (s:int) (f:int->int) : int =

if n<1 then s else iter (n-1) (f s) f

Die durch iter formulierte Berechnungstechnik wird als bestimmte Iteration bezeich-
net.3 Mit bestimmter Iteration können wir beispielsweise die Potenzen xn endrekursiv
berechnen, da diese ausgehend von 1 durch n-maliges Multiplizieren mit x bestimmt
werden können:

xn = 1 ·x . . . · x
︸ ︷︷ ︸

n-mal

fun power (x:int) (n:int) = iter n 1 (fn (a:int) => a*x)

val power : int → int → int

power 2 10

1024 : int

3Bestimmte Iteration ist in vielen Programmiersprachen in der Form von For-Schleifen verfügbar.

Bereitgestellt von | Saarländische Universitäts- und Landesbibliothek
Angemeldet

Heruntergeladen am | 10.10.14 14:35

216.73.216.41



Beispiel

54 3 Höherstufige Prozeduren

sodass cas zur kartesischen Darstellung einer zweistelligen Operation die kaskadierte
Darstellung und car zur kaskadierten Darstellung die kartesische Darstellung liefert. Er-
proben Sie cas und car mit Prozeduren, die das Maximum zweier Zahlen liefern:

fun maxCas (x:int) (y:int) = if x<y then y else x

fun maxCar (x:int, y:int) = if x<y then y else x

val maxCas’ = cas maxCar

val maxCar’ = car maxCas

Wenn Sie cas und car richtig geschrieben haben, verhält sich maxCas′ genauso wie
maxCas und maxCar′ genauso wie maxCar. Hinweis: Die Aufgabe hat eine sehr einfache
Lösung.

3.3.1 Bestimmte Iteration: Iter

Als zweites Beispiel für eine höherstufige Prozedur betrachten wir eine endrekursive
Prozedur

iter : int → int → (int → int) → int

die zu einer Zahl n ≥ 0 (der Schrittzahl), einer Zahl s (dem Startwert) und einer Proze-
dur f (der Schrittfunktion) die Zahl liefert, die man durch n-maliges Anwenden von f
auf s erhält:

iter n s f = f (. . . ( f
︸ ︷︷ ︸

n-mal

s) . . . )

Wir deklarieren iter wie folgt:

fun iter (n:int) (s:int) (f:int->int) : int =

if n<1 then s else iter (n-1) (f s) f

Die durch iter formulierte Berechnungstechnik wird als bestimmte Iteration bezeich-
net.3 Mit bestimmter Iteration können wir beispielsweise die Potenzen xn endrekursiv
berechnen, da diese ausgehend von 1 durch n-maliges Multiplizieren mit x bestimmt
werden können:

xn = 1 ·x . . . · x
︸ ︷︷ ︸

n-mal

fun power (x:int) (n:int) = iter n 1 (fn (a:int) => a*x)

val power : int → int → int

power 2 10

1024 : int

3Bestimmte Iteration ist in vielen Programmiersprachen in der Form von For-Schleifen verfügbar.
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berechnen, da diese ausgehend von 1 durch n-maliges Multiplizieren mit x bestimmt
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1024 : int

3Bestimmte Iteration ist in vielen Programmiersprachen in der Form von For-Schleifen verfügbar.
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Frage
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‣ iter 2 2 (fn (x:int) => x+2) 
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Unbestimmte Iteration: First

Startwert Abbruchbedingung

3.3 Höherstufige Prozeduren 55

Die Prozedur power liefert dieselben Ergebnisse wie die in § 1.9 besprochene Prozedur
potenz. Im Gegensatz zu potenz ist power jedoch nicht rekursiv. Stattdessen benutzt
power die höherstufige Prozedur iter, die die für die Berechnung von Potenzen erfor-
derliche Endrekursion zur Verfügung stellt.

Aufgabe 3.14 Deklarieren Sie eine Prozedur mul : int → int → int, die das Produkt zwei-
er Zahlen x und n ≥ 0 gemäß der Gleichung

x ·n = 0 +x . . . + x
︸ ︷︷ ︸

n-mal

durch Addieren berechnet. Die Prozedur mul soll mithilfe der Prozedur iter formuliert
werden und nicht rekursiv sein.

3.3.2 Unbestimmte Iteration: First

Die Berechnungstechnik unbestimmte Iteration liefert zu einer Zahl s und einer Proze-
dur p die kleinste ganze Zahl x ≥ s, für die p true liefert.4 Wir stellen dieses Berechnungs-
konstrukt durch die folgende endrekursive Prozedur zur Verfügung:

fun first (s:int) (p:int->bool) : int =

if p s then s else first (s+1) p

val first : int → (int → bool) → int

Die durch first berechnete Funktion können wir wie folgt charakterisieren:

first s p = min{ x ∈Z | x ≥ s und p x = true }

Da für die natürliche Quadratwurzel (§ 1.10) die Gleichung

⌊$
n

⌋

= min{k ∈N | k2 > n }−1

gilt, können wir sie unmittelbar mit unbestimmter Iteration berechnen:

fun sqrt (x:int) = first 1 (fn (k:int) => k*k>x) - 1

val sqrt : int → int

sqrt 15

3 : int

Man spricht bei der durch die Prozedur first formulierte Berechnungstechnik von unbe-
stimmter Iteration, da die Anzahl von Schritten, die die Prozedur first benötigt (anders
als bei bestimmter Iteration) nicht a priori bekannt ist. Im Extremfall kann es sogar sein,
dass die Prozedur first divergiert, obwohl der Test p für alle Argumente terminiert.

Aufgabe 3.15 Geben Sie eine Abstraktion e an, sodass die Ausführung des Ausdrucks
first x e für alle x divergiert.

4In der Theoretischen Informatik wird unbestimmte Iteration als µ-Rekursion bezeichnet.
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Beispiel

‣ Natürliche Quadratwurzel 
 
 
 
 
fun first (s:int) (p:int->bool) : int  
      = if p s then s else first (s+1) p  
 
 
fun sqrt (x:int)  
      = first 1 (fn (k:int) => k*k>x) - 1  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Variation von Iter

‣ Gauss Summe  
 
 
fun iter’ (n:int) (s:int*int)  
         (f:int*int->int*int):int*int  
    = if n<1 then s else iter’ (n-1) (f s) f  
 
fun gauss (n:int)  
    = #2(iter’ n (1,0)  
         (fn (i:int, a:int) => (i+1, a+i))) 
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Variation von Iter

‣ Ist x eine gerade Zahl?  
 
fun iter’ (n:int) (s:bool)  
         (f:bool->bool):bool  
    = if n<1 then s else iter’ (n-1) (f s) f  
 
fun inv (b:bool) = not b  
 
fun even (x:int)  
    = iter’ x true inv  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Polymorphes Iter

Schrittzahl Startwert Schrittfunktion

56 3 Höherstufige Prozeduren

Aufgabe 3.16 Deklarieren Sie mit first eine Prozedur divi : int → int → int, die zu x ≥ 0
und m > 0 dasselbe Ergebnis liefert wie Division mit dem Operator div. Hinweis: Für
x ≥ 0 und m > 0 liefert div die größte ganze Zahl k mit k ·m ≤ x.

3.4 Bestimmte Iteration: Polymorphes Iter

Betrachten Sie nochmals die Beschreibung der Prozedur iter:

iter n s f = f (. . . ( f
︸ ︷︷ ︸

n-mal

Offenbar können wir iter gemäß

iter : int
︸︷︷︸

n

→ α
︸︷︷︸

s

→ (α→α)
︸ ︷︷ ︸

f

→α

typisieren, wobei α ein beliebiger Typ sein kann. Die bisherige Deklaration von iter
in § 3.3.1 erfasst aber nur den Fall α= int. Die Deklaration einer polymorphen Prozedur
iter, die gemäß aller Typen int →α→ (α→α) →α anwendbar ist, gelingt wie folgt:

fun ’a iter (n:int) (s:’a) (f:’a->’a) : ’a =

if n<1 then s else iter (n-1) (f s) f

val α iter : int → α→ (α→ α) → α

Bei der Eingabe in den Interpreter wird die Typvariable α durch das Wort ’a beschrie-
ben. Für die lexikalische Syntax sind Typvariablen eine eigene Klasse von Wörtern, die
mit dem Hochkomma ’ beginnen und dann mit Buchstaben fortgesetzt werden.

Mit der polymorphen Version von iter können wir Potenzen xn sowohl für ganzzahliges
als auch für reelles x berechnen:

fun power (x:int) (n:int) = iter n 1 (fn (a:int) => a*x)

val power : int → int → int

power 2 10

1024 : int

fun power’ (x:real) (n:int) = iter n 1.0 (fn (a:real) => a*x)

val power’ : real → int → real

power’ 2.0 10

1024.0 : real

Beachten Sie, dass die Prozeduren power und power′ ohne explizite Rekursion auskom-
men, da die für die Berechnung der Potenzen notwendige Rekursion über die Prozedur
iter bereitgestellt wird.

s) . . . )
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s) . . . )
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Mit der polymorphen Prozedur iter können auch viele andere Funktionen ohne explizite
Rekursion berechnet werden. Ein schönes Beispiel ist die Funktion, die zu n die Summe
0+1+2+3 .. .+n liefert. Wahrscheinlich sehen Sie nicht gleich, wie diese Funktion mit
iter bestimmt werden kann. Der Trick besteht darin, mit dem Paar (1,0) zu beginnen und
die Funktion (k,a) !→ (k+1, a+k) darauf n-mal anzuwenden:

(1,0) → (2,1) → (3,3) → (4,6) . . . → (n +1, 0+1 .. .+n)

Diese Idee liefert die Prozedur

fun gauss (n:int) =

#2(iter n (1,0) (fn (i:int, a:int) => (i+1, a+i)))

val gauss : int → int

gauss 10

55 : int

Aufgabe 3.17 Deklarieren Sie mit iter eine Prozedur fac, die zu n ≥ 0 die n-te Fakultät n!
liefert.

Aufgabe 3.18 Deklarieren Sie mit iter eine Prozedur sum, die für n ≥ 0 die Gleichung
sum n f = 0+ f 1 .. .+ f n erfüllt.

3.5 Polymorphe Typisierung
Wir wollen jetzt näher auf die programmiersprachlichen Aspekte polymorpher Prozedu-
ren eingehen. Die für die polymorphe Prozedur iter möglichen Typen können wir durch
das Typschema

∀α. int →α→ (α→α)→α

beschreiben, das die Typvariable α durch “∀α.” explizit quantifiziert. Die möglichen
Typen für iter ergeben sich dann als Instanzen des Schemas:

int → int → (int → int) → int (α= int)
int → real → (real → real) → real (α= real)
int → int ∗ int → (int ∗ int → int ∗ int) → int ∗ int (α= int ∗ int)

Hier ist eine polymorphe Prozedur, die die zweite Komponente eines Paars liefert:

fun (’a,’b) project2 (x:’a, y:’b) = y

val (α, β) project2 : α * β→ β

project2 (1,~1)

~1 : int

project2 (1,true)

true : bool
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Polymorphe Typisierung

‣ Typschema beschreibt die möglichen Typen: 
 
 

‣ Typvariable α ist durch ∀ quantifiziert. 

‣Die Instanzen des Schemas sind die möglichen Typen: 
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(1,0) → (2,1) → (3,3) → (4,6) . . . → (n +1, 0+1 .. .+n)

Diese Idee liefert die Prozedur

fun gauss (n:int) =

#2(iter n (1,0) (fn (i:int, a:int) => (i+1, a+i)))

val gauss : int → int

gauss 10

55 : int

Aufgabe 3.17 Deklarieren Sie mit iter eine Prozedur fac, die zu n ≥ 0 die n-te Fakultät n!
liefert.

Aufgabe 3.18 Deklarieren Sie mit iter eine Prozedur sum, die für n ≥ 0 die Gleichung
sum n f = 0+ f 1 .. .+ f n erfüllt.

3.5 Polymorphe Typisierung
Wir wollen jetzt näher auf die programmiersprachlichen Aspekte polymorpher Prozedu-
ren eingehen. Die für die polymorphe Prozedur iter möglichen Typen können wir durch
das Typschema

∀α. int →α→ (α→α)→α

beschreiben, das die Typvariable α durch “∀α.” explizit quantifiziert. Die möglichen
Typen für iter ergeben sich dann als Instanzen des Schemas:

int → int → (int → int) → int (α= int)
int → real → (real → real) → real (α= real)
int → int ∗ int → (int ∗ int → int ∗ int) → int ∗ int (α= int ∗ int)

Hier ist eine polymorphe Prozedur, die die zweite Komponente eines Paars liefert:

fun (’a,’b) project2 (x:’a, y:’b) = y

val (α, β) project2 : α * β→ β

project2 (1,~1)

~1 : int

project2 (1,true)

true : bool
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Hier ist eine polymorphe Prozedur, die die zweite Komponente eines Paars liefert:

fun (’a,’b) project2 (x:’a, y:’b) = y

val (α, β) project2 : α * β→ β

project2 (1,~1)

~1 : int

project2 (1,true)

true : bool

Bereitgestellt von | Saarländische Universitäts- und Landesbibliothek
Angemeldet

Heruntergeladen am | 10.10.14 14:35

216.73.216.41



Frage

Für welche Typschemen ist  
     int -> bool -> int  
eine Instanz? 

‣ ∀ 𝛂 𝛃 . 𝛂 → 𝛂 → 𝛃 

‣ ∀ 𝛂 𝛃 . 𝛂 → 𝛃 → 𝛃 

‣ ∀ 𝛂 𝛃 . 𝛂 → 𝛃 → 𝛂 

‣ ∀ 𝛂 𝛃 . 𝛂 → 𝛃 → int
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Beispiel

‣ Typschema: 

‣ Instanzen: 
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58 3 Höherstufige Prozeduren

Das Typschema dieser Prozedur quantifiziert zwei Typvariablen:

∀α β. α∗β→β

Hier sind Instanzen dieses Schemas:

int ∗ int → int (α= int, β= int)
int ∗ real → real (α= int, β= real)
(int ∗bool)∗ real → real (α= int ∗bool, β= real)

Aufgabe 3.19 Geben Sie Instanzen für die folgenden Typschemen an:

a) ∀α. α→α

b) ∀α β. α→β→α

c) ∀α β γ. α∗β∗γ

d) ∀α. α∗α

Aufgabe 3.20 Deklarieren Sie polymorphe Prozeduren wie folgt:

id : ∀α. α→α

com : ∀α β γ. (α→β) → (β→ γ)→α→ γ

cas : ∀α β γ. (α∗β→γ) →α→β→γ

car : ∀α β γ. (α→β→ γ)→α∗β→γ

Ihre Prozeduren sollen nicht rekursiv sein. Machen Sie sich klar, dass die angegebenen
Typschemen das Verhalten der Prozeduren eindeutig festlegen. Vergleichen Sie die Pro-
zeduren cas und car mit denen aus Aufgabe 3.13 auf S. 53.

Aufgabe 3.21 Dieter Schlau ist ganz begeistert von polymorphen Prozeduren. Er dekla-
riert die Prozedur

fun ’a pif (x:bool, y:’a, z:’a) = if x then y else z

val α pif : bool * α * α→ α

und behauptet, dass man statt eines Konditionals stets die Prozedur pif verwenden
kann:

if e1 then e2 else e3 ! pif (e1,e2,e3)

Was übersieht Dieter? Denken Sie an rekursive Prozeduren und daran, dass der Aus-
druck, der das Argument einer Prozeduranwendung beschreibt, vor dem Aufruf der Pro-
zedur ausgeführt wird.
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iterup

 iterup: int → int → α → (int  * α→ α) →  α  

fun 'a iterup (m:int) (n:int) (s:'a)  
              (f: int * 'a -> 'a) : 'a =  
   if m>n then s else iterup (m+1) n (f(m,s)) f

 
            

 

Anfang Ende Schrittfunktion 
int  * α→ α 

Startwert

Index Akku

72 3 Höherstufige Prozeduren

foo 4

14 : int

Der Buchstabe "o" bezeichnet in Standard ML einen polymorphen Operator, der die
Komposition zweier Prozeduren liefert:

val foo = (plus 2) o (times 3)

val foo : int → int

foo 7

23 : int

op o

fn : (α→ β) * (γ→ α) → γ→ β

Die Tatsache, dass der Buchstabe "o" einen Operator bezeichnet, erweist sich gelegent-
lich als Stolperstein, da "o" infolgedessen nicht als Bezeichner verwendet werden kann.

3.13 Bestimmte Iteration: Iterup und Iterdn

Abschließend stellen wir noch zwei Varianten von iter:

fun iterup m n s f = if m>n then s else iterup (m+1) n (f(m,s)) f

val iterup : int → int → α→ (int * α→ α) → α

fun iterdn n m s f = if n<m then s else iterdn (n-1) m (f(n,s)) f

val iterdn : int → int → α→ (int * α→ α) → α

Die Funktionsweise von iterup und iterdn lässt sich am besten grafisch verdeutlichen:5

n

m +2

m +1

m

f

f

f

f

s

iterup m n s f

m

n −2

n −1

n

f

f

f

f

s

iterdn n m s f

Das erste Argument der Schrittfunktionen von iterup und iterdn wird als Index und das
zweite als Akku bezeichnet.

5Die hier verwendete Baumdarstellung unterscheidet sich von der in Kapitel 2 dadurch, dass Prozeduran-
wendungen wie Operatoranwendungen dargestellt werden.
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Beispiel

‣ Gauss Summe  
 
 
fun 'a iterup (m:int) (n:int) (s:'a)  
              (f: int * 'a -> 'a) : 'a =  
    if m>n then s else iterup (m+1) n (f(m,s)) f  
 
 
fun gauss (n:int) =  
    iterup 1 n 0 (fn (i:int, a:int) => a+i)
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 iterdn: int → int → α → (int  * α→ α) →  α  

fun 'a iterdn (n:int) (m:int) (s:'a)  
              (f: int * 'a -> 'a) : 'a =  
    if n<m then s else iterdn (n-1) m (f(n,s)) f  
 
fun 'a iterup (m:int) (n:int) (s:'a)  
              (f: int * 'a -> 'a) : 'a =  
    if m>n then s else iterup (m+1) n (f(m,s)) f

iterdn

Anfang Ende Schrittfunktion 
int  * α→ α 

Startwert

Index Akku

72 3 Höherstufige Prozeduren

foo 4

14 : int

Der Buchstabe "o" bezeichnet in Standard ML einen polymorphen Operator, der die
Komposition zweier Prozeduren liefert:

val foo = (plus 2) o (times 3)

val foo : int → int

foo 7

23 : int

op o

fn : (α→ β) * (γ→ α) → γ→ β

Die Tatsache, dass der Buchstabe "o" einen Operator bezeichnet, erweist sich gelegent-
lich als Stolperstein, da "o" infolgedessen nicht als Bezeichner verwendet werden kann.

3.13 Bestimmte Iteration: Iterup und Iterdn

Abschließend stellen wir noch zwei Varianten von iter:

fun iterup m n s f = if m>n then s else iterup (m+1) n (f(m,s)) f

val iterup : int → int → α→ (int * α→ α) → α

fun iterdn n m s f = if n<m then s else iterdn (n-1) m (f(n,s)) f

val iterdn : int → int → α→ (int * α→ α) → α

Die Funktionsweise von iterup und iterdn lässt sich am besten grafisch verdeutlichen:5
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f
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m
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n −1

n

f
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f

f
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Das erste Argument der Schrittfunktionen von iterup und iterdn wird als Index und das
zweite als Akku bezeichnet.

5Die hier verwendete Baumdarstellung unterscheidet sich von der in Kapitel 2 dadurch, dass Prozeduran-
wendungen wie Operatoranwendungen dargestellt werden.
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Frage

Welche der folgenden Prozeduren sind endrekursiv? 

‣ fun 'a iterup (m:int) (n:int) (s:'a) (f: int * 'a -> 'a) : 'a =  
    if m>n then s else iterup (m+1) n (f(m,s)) f

‣ fun 'a iterdn (n:int) (m:int) (s:'a)  
              (f: int * 'a -> 'a) : 'a =  
    if n<m then s else iterdn (n-1) m (f(n,s)) f  

‣ Keine der beiden
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Monomorphe und polymorphe Bezeichner

‣ Ein Bezeichner heißt polymorph  
wenn er mit einem Typschema getypt ist 

‣ Ein Bezeichner heißt monomorph  
wenn er mit einem Typ getypt ist 

Polymorphe Bezeichner können nur mit Hilfe von 
Deklarationen eingeführt werden.  
Argumentvariablen werden immer monomorph getypt. 

‣ Eine Deklaration heißt polymorph wenn sie 
mindestens einen polymorphen Bezeichner deklariert 

‣Eine Deklaration heißt monomorph wenn sie nur 
monomorphe Bezeichner deklariert 
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Beispiel

3.5 Polymorphe Typisierung 59

3.5.1 Monomorphe und polymorphe Bezeichner

Im Rahmen eines Programms heißt ein Bezeichner polymorph, wenn er mit einem Typ-
schema getypt ist, und monomorph, wenn er normal mit einem Typ getypt ist. Eine
Deklaration heißt polymorph, wenn sie mindestens einen polymorphen Bezeichner de-
klariert, und monomorph, wenn sie nur monomorphe Bezeichner deklariert. Eine Pro-
zedur heißt monomorph, wenn sie nur gemäß eines Typs angewendet werden darf,
und polymorph, wenn sie gemäß aller Instanzen eines Typschemas angewendet wer-
den darf.

Argumentvariablen von Prozeduren werden in Standard ML immer monomorph getypt.
Polymorphe Bezeichner können also nur mithilfe von Deklarationen eingeführt werden.
Normalerweise erfolgt die Deklaration polymorpher Bezeichner mithilfe von Prozedur-
deklarationen, aber auch Deklaration mit val können polymorphe Bezeichner einfüh-
ren.

Die sogenannte Identitätsprozedur kann wie folgt deklariert werden:

fun ’a id (x:’a) = x

Diese Deklaration typt den Bezeichner id mit dem Schema ∀α. α→α. Damit ist der Be-
zeichner id polymorph und kann gemäß jeder Instanz dieses Schemas benutzt werden.
Beispielsweise wird er in der Deklaration

val x = id 5

gemäß der Instanz int → int benutzt, und in der Deklaration

val x = id 5.0

gemäß der Instanz real → real. Schließlich benutzt die Deklaration

val x = id(id 3, id 5.0)

den Bezeichner id gleichzeitig gemäß der Instanzen int ∗ real → int ∗ real, int → int und
real → real.

Aufgabe 3.22 Geben Sie ein Typschema für den Bezeichner f an, sodass der Ausdruck
(f 1, f 1.0) wohlgetypt ist.

Aufgabe 3.23 Warum gibt es keinen Typen t , sodass die Abstraktion fn f : t ⇒ (f 1, f 1.0)
wohlgetypt ist?

Aufgabe 3.24 (Let und Abstraktionen) Dieter Schlau ist begeistert. Scheinbar kann
man Let-Ausdrücke mit Val-Deklarationen auf Abstraktion und Applikation zurückfüh-
ren:

let val x = e in e′ end ! (fn x : t ⇒ e′)e

Auf der Heimfahrt von der Uni kommen ihm jedoch Zweifel an seiner Entdeckung, da
ihm plötzlich einfällt, dass Argumentvariablen nicht polymorph getypt werden können.
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polymorph: monomorph:

3.5 Polymorphe Typisierung 59

3.5.1 Monomorphe und polymorphe Bezeichner

Im Rahmen eines Programms heißt ein Bezeichner polymorph, wenn er mit einem Typ-
schema getypt ist, und monomorph, wenn er normal mit einem Typ getypt ist. Eine
Deklaration heißt polymorph, wenn sie mindestens einen polymorphen Bezeichner de-
klariert, und monomorph, wenn sie nur monomorphe Bezeichner deklariert. Eine Pro-
zedur heißt monomorph, wenn sie nur gemäß eines Typs angewendet werden darf,
und polymorph, wenn sie gemäß aller Instanzen eines Typschemas angewendet wer-
den darf.

Argumentvariablen von Prozeduren werden in Standard ML immer monomorph getypt.
Polymorphe Bezeichner können also nur mithilfe von Deklarationen eingeführt werden.
Normalerweise erfolgt die Deklaration polymorpher Bezeichner mithilfe von Prozedur-
deklarationen, aber auch Deklaration mit val können polymorphe Bezeichner einfüh-
ren.

Die sogenannte Identitätsprozedur kann wie folgt deklariert werden:

fun ’a id (x:’a) = x

Diese Deklaration typt den Bezeichner id mit dem Schema ∀α. α→α. Damit ist der Be-
zeichner id polymorph und kann gemäß jeder Instanz dieses Schemas benutzt werden.
Beispielsweise wird er in der Deklaration

val x = id 5

gemäß der Instanz int → int benutzt, und in der Deklaration

val x = id 5.0

gemäß der Instanz real → real. Schließlich benutzt die Deklaration

val x = id(id 3, id 5.0)

den Bezeichner id gleichzeitig gemäß der Instanzen int ∗ real → int ∗ real, int → int und
real → real.

Aufgabe 3.22 Geben Sie ein Typschema für den Bezeichner f an, sodass der Ausdruck
(f 1, f 1.0) wohlgetypt ist.

Aufgabe 3.23 Warum gibt es keinen Typen t , sodass die Abstraktion fn f : t ⇒ (f 1, f 1.0)
wohlgetypt ist?

Aufgabe 3.24 (Let und Abstraktionen) Dieter Schlau ist begeistert. Scheinbar kann
man Let-Ausdrücke mit Val-Deklarationen auf Abstraktion und Applikation zurückfüh-
ren:

let val x = e in e′ end ! (fn x : t ⇒ e′)e

Auf der Heimfahrt von der Uni kommen ihm jedoch Zweifel an seiner Entdeckung, da
ihm plötzlich einfällt, dass Argumentvariablen nicht polymorph getypt werden können.
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Typinferenz

‣ Typangaben für Argumentvariablen und Ergebnisse von  
Prozeduren können in Standard ML meist weggelassen werden.  

‣ Typinferenz:  Automatisches Verfahren zur Ergänzung fehlender Typen. 
 
fun 'a iter (n:int) (s:'a) (f:'a -> 'a) : 'a =  
    if n<1 then s else iter (n-1) (f s) f  
                         ∀α int → α→ (α→ α)→ α  
fun iter n s f =  
    if n<1 then s else iter (n-1) (f s) f  
                         ∀α int → α→ (α→ α)→ α  
fun 'a iter n s f =  
    if n<1 then (s:real) else iter (n-1) (f s) f  
                         ∀α int → real → (real → real)→ real
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Frage

Inferieren Sie den Typ von  
       fun f (x,y,z) = if x y then y else z 

‣ (int → bool) * int * int → int  

‣ ∀ 𝛂 . (𝛂 → bool) * 𝛂 * 𝛂 → 𝛂 

‣ ∀ 𝛂 𝛃 . (𝛂 → bool) * 𝛃 * 𝛃 → 𝛃 

‣ ∀ 𝛂 𝛃 𝝲 𝝳. 𝛂 * 𝛃 * 𝝲 → 𝝳
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Typinferenz

‣ Grundprinzip: möglichst allgemeine Typisierung 

‣ Aber: Überladene Operatoren liefern eindeutige Typen 
 
Beispiel: 
 
fun plus x y = x+y              int → int → int 
 
fun plus (x:real) y = x+y       real → real → real 
 
fun plus x y : real = x+y       real → real → real 
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Gleichheitstest (=) ist nicht für alle  Typen verfügbar! 
‣ Typen mit Gleichheit:  bool, int, real, unit  sowie Tupel darüber 

‣ Typen ohne Gleichheit:  Prozedurtypen 

‣ Typvariablen für Typen mit Gleichheit:  ‘’a, ‘’b, ‘’c, …
Typvariablen für Typen ohne Gleichheit: ‘a, ‘b, ‘c, … 
 

64 3 Höherstufige Prozeduren

Verzichten Sie dabei auf explizite Typangaben und verwenden Sie keine Operator- und
Prozeduranwendungen.
Hinweis: Für einige der Deklarationen ist die Verwendung eines Konditionals essenti-
ell. Die Typregel für Konditionale verlangt, dass die Konsequenz und die Alternative den
gleichen Typ haben (siehe § 2.6). Außerdem ist für einige der Deklarationen die Verwen-
dung von Tupeln und Projektionen erforderlich, um Werte vergessen zu können, die nur
zur Steuerung der Typinferenz konstruiert wurden.

Aufgabe 3.28 (Projektionen) Im Zusammenhang mit fehlenden Typangaben kann die
Verwendung von Projektionen problematisch sein. Beispielsweise kann Typinferenz das
Programm fun f x = #1x nicht typisieren. Können Sie erklären, warum das so ist?

3.7 Typen und Gleichheit

In Standard ML ist der Gleichheitstest (=) : t ∗ t → bool nicht für alle Typen t verfügbar.
Typen, für die der Test verfügbar ist, heißen Typen mit Gleichheit. Dazu gehören int,
bool und unit. Für Prozedurtypen t1 → t2 ist der Gleichheitstest generell nicht verfügbar.
Für einen Produkttypen t1 ∗ · · ·∗ tn ist der Gleichheitstest genau dann verfügbar, wenn
er für alle Komponententypen t1, . . . , tn verfügbar ist.

Um bei Typschemen zwischen Typen mit und ohne Gleichheit unterscheiden zu kön-
nen, gibt es zwei Arten von Typvariablen. Die bisher verwendeten Typvariablen mit nur
einem Hochkomma (z.B. ′a) können zu beliebigen Typen instanziiert werden. Dagegen
können Typvariablen mit zwei Hochkommas (z.B. ′′a) nur zu Typen mit Gleichheit in-
stanziiert werden. Hier sind Beispiele:

fun eq x y = x = y

val ’’a eq : ’’a → ’’a → bool

fun neq x y = x <> y

val ’’a eq : ’’a → ’’a → bool

fun f (x,y,z) = if x=y then x else z

val ’’a f : ’’a * ’’a * ’’a → ’’a

(fn x => 2*x) = (fn x => 2*x)

! Type clash: int → int is not an equality type

Aufgabe 3.29 Deklarieren Sie eine Identitätsprozedur ′′a ideq : ′′a → ′′a, deren Typsche-
ma auf Typen mit Gleichheit eingeschränkt ist. Verzichten Sie dabei auf explizite Typan-
gaben.
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