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‣ Eine Liste [x1,…,xn] hat die Länge n.  

‣ Die leere Liste [] hat die Länge 0.  

‣ Die Konkatenation zweier Listen: 
 
 
 
Beispiel: 
 
 
 
 

76 4 Listen und Strings

Eine Liste [x1, . . . , xn] hat die Länge n. Die leere Liste hat die Länge 0. Bei [1,1,1] handelt
es sich um eine Liste der Länge 3, die nur ein Element hat (die Zahl 1). Die Länge einer
Liste xs bezeichnen wir mit |xs|.

Die Konkatenation zweier Listen ist wie folgt definiert:

[x1, . . . , xm]@[y1, . . . , yn ] := [x1, . . . , xm , y1, . . . , yn ]

Hier sind Beispiele:

|[]| = 0

|[7,3,3,2]| = 4

[2,5,1]@[4,5] = [2,5,1,4,5]

[3]@[] = [3]

|xs @ys| = |xs|+ |ys|

Manchmal ist es hilfreich, sich eine Liste bildhaft als einen Stapel von Spielkarten vor-
zustellen. Der Kopf der Liste entspricht dabei der obersten Karte des Stapels. Der Rumpf
der Liste entspricht dem Stapel, den man erhält, wenn man die oberste Karte wegnimmt.
Die Länge der Liste ist die Anzahl der Karten im Stapel. Konkatenation setzt zwei Stapel
aufeinander.

4.1.1 Listentypen

Wir zeigen anhand von Beispielen, wie Listen in Standard ML dargestellt werden:

[1, 2, 3]

[1, 2, 3] : int list

[2, 3] @ [4, 5, 6]

[2, 3, 4, 5, 6] : int list

op@

fn : α list * α list → α list

[1.0, 2.0, 3.0]

[1.0, 2.0, 3.0] : real list

[(2,3), (5,1), (7,2)]

[(2,3), (5,1), (7,2)] : (int * int) list

[[2, 3], [4, 5, 6], []]

[[2, 3], [4, 5, 6], []] : int list list

Eine Liste über einem Typ t hat also den Typ t list. Die von Standard ML verwendete um-
gekehrte Schreibweise für Listentypen ist gewöhnungsbedürftig: Statt int list list würde
man eigentlich list(list(int)) erwarten.
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[1,2,3] @ [3,5,6] @ [2,6,9]

[1, 2, 3, 3, 5, 6, 2, 6, 9] : int list

1::2::3::nil @ 4::5::nil

[1, 2, 3, 4, 5] : int list

Unter der Baumdarstellung einer Liste versteht man die zweidimensionale Darstellung
der Liste mit nil und Cons. Beispielsweise hat die Liste [1,5,7] die Baumdarstellung

::

1 ::

5 ::

7 nil

Aufgabe 4.1 Geben Sie einen Ausdruck an, der die Liste [7,2,4] klammerfrei mit Cons
und nil beschreibt. Geben Sie die Baumdarstellung ihres Ausdrucks an. Unterscheidet
sich die Baumdarstellung des Ausdrucks von der Baumdarstellung der Liste?

Aufgabe 4.2 Betrachten Sie den Ausdruck 1::2::nil @3::4::nil.

a) Geben Sie die Baumdarstellung des Ausdrucks an.

b) Geben Sie die Baumdarstellung der beschriebenen Liste an.

c) Geben Sie die beschriebene Liste mit „[. . . ]“ an.

Aufgabe 4.3 Macht es für die dargestellten Listen einen Unterschied, wie die folgenden
Ausdrücke geklammert sind?

a) (e1 ::e2)@e3 oder e1 ::(e2@e3).

b) (e1@e2)@e3 oder e1@(e2@e3).

c) (e1 ::e2)::e3 oder e1 ::(e2 ::e3).

4.1.3 Regelbasierte Prozeduren

Wir wollen jetzt eine polymorphe Prozedur length : α list → int schreiben, die die Länge
einer Liste liefert. Wie üblich suchen wir zuerst nach passenden Rekursionsgleichungen:

|nil| = 0

|x ::xr| = 1+|xr|

Die erste Gleichung liefert die Länge der leeren Liste. Die zweite Gleichung liefert die
Länge nichtleerer Listen. Die damit verbundene Rekursion terminiert, da die Schachte-
lungstiefe (also die Länge) der Liste jeweils um eins reduziert wird.

Bei der Umsetzung der Rekursionsgleichungen in eine Prozedur gehen wir einen neuen
Weg. Statt die beiden Gleichungen durch ein Konditional zu einer Gleichung zu verbin-
den, machen wir davon Gebrauch, dass man Prozeduren in Standard ML auch direkt
durch mehrere Rekursionsgleichungen beschreiben kann:
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Rekursive Konstruktionsvorschrift

‣ Sei ein Typ t gegeben. 

‣ Die Listen über t werden gemäß der folgenden 
Konstruktionsvorschrift gebildet: 

‣ Die leere Liste nil ist eine Liste über t.  
‣ Wenn x ein Wert des Typs t ist und xs eine 

Liste über t, dann ist x::xs eine Liste über t.

(Vorsicht: Das Textbuch spricht hier von Tupeln.  
Das ist als Gedankenexperiment nützlich, aber: 
Listen ≠ Tupel)

Vorlesung 6
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Null, head und tail

‣ Null testet ob eine Liste leer ist.           

‣ Hd liefert den Kopf (engl. head) einer nichtleeren Liste:            

‣ Tl liefert den Rumpf (engl. tail) einer nichtleeren Liste:              

Wenn hd oder tl auf die leere Liste angewendet werden, 
werfen sie die Ausnahme Empty.

86 4 Listen und Strings

Aufgabe 4.13 Deklarieren Sie die Faltungsprozedur foldl mithilfe der Faltungsprozedur
foldr. Gehen Sie wie folgt vor:

a) Deklarieren Sie append mithilfe von foldr.

b) Deklarieren Sie rev mithilfe von foldr und append.

c) Deklarieren Sie foldl mithilfe von foldr und rev.

d) Deklarieren Sie foldl nur mithilfe von foldr.

Aufgabe 4.14 (Challenge) Die Rückführung von foldl auf foldr gelingt auf besonders
elegante Weise, wenn man foldr auf einen prozeduralen Startwert anwendet.

a) Finden Sie zwei Abstraktionen e und e′, die die folgende Gleichung erfüllen:

foldl f s xs = (foldr e e′ xs) s

Die Abstraktionen sollen keine Hilfsprozeduren verwenden. Machen Sie sich klar,
dass foldr e e′ xs eine zu fn s ⇒ foldl f s xs äquivalente Prozedur liefern muss. Daher
ergibt sich e′ aus dem Spezialfall xs = nil und e aus dem Spezialfall xs = x :: xr.

b) Überzeugen Sie sich davon, dass Ihre Abstraktionen die obige Gleichung auch dann
erfüllen, wenn foldl mit foldr vertauscht wird.

c) Deklarieren Sie die Prozedur foldl gemäß der obigen Gleichung mithilfe der Prozedur
foldr.

4.5 Hd, Tl, Null, Nth und das Werfen von
Ausnahmen

Die vordeklarierten Prozeduren

hd : α list →α
tl : α list →α list

liefern den Kopf (engl. head) und den Rumpf (engl. tail) nichtleerer Listen:

hd [1,2,3,4,5]

1 : int

tl [1,2,3,4,5]

[2, 3, 4, 5] : int list

Wenn hd und tl auf die leere Liste angewendet werden, werfen sie die Ausnahme Empty:

hd nil

! Uncaught exception: Empty

tl nil

! Uncaught exception: Empty

Die Prozeduren hd und tl können wie folgt deklariert werden:
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Die vordeklarierten Prozeduren

hd : α list →α
tl : α list →α list

liefern den Kopf (engl. head) und den Rumpf (engl. tail) nichtleerer Listen:

hd [1,2,3,4,5]

1 : int

tl [1,2,3,4,5]

[2, 3, 4, 5] : int list

Wenn hd und tl auf die leere Liste angewendet werden, werfen sie die Ausnahme Empty:

hd nil
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! Uncaught exception: Empty

Die Prozeduren hd und tl können wie folgt deklariert werden:
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fun hd nil = raise Empty

| hd (x::xr) = x

val hd : α list → α

fun tl nil = raise Empty

| tl (x::xr) = xr

val tl : α list → α list

Das Werfen der Ausnahme Empty bei der Anwendung auf die leere Liste erfolgt mit dem
Ausdruck raise Empty. Da dieser Ausdruck keinen Wert liefert, kann er jeden Typ an-
nehmen. Wenn bei der Ausführung eines Programms eine Ausnahme geworfen wird,
bricht der Interpreter die Ausführung des Programms mit einer entsprechenden Fehler-
meldung ab. Später werden wir ein Sprachkonstrukt kennenlernen, mit dem geworfene
Ausnahmen gefangen werden können.

Test auf die leere Liste

Die vordeklarierte Prozedur

fun null nil = true

| null (x::xr) = false

val null : α list → bool

testet, ob eine Liste leer ist.

Mithilfe der Prozeduren hd, tl und null können wir Listenprozeduren auch ohne die
Verwendung von mehreren Regeln deklarieren. Wir zeigen das am Beispiel von append:

fun append (xs,ys) = if null xs then ys

else hd xs :: append(tl xs, ys)

val append : α list * α list → α list

Auf den ersten Blick scheint es, dass man statt null xs auch xs = nil schreiben kann. Das
ist aber keineswegs der Fall, da xs = nil im Gegensatz zu null xs nur dann zulässig ist,
wenn der Elementtyp von xs ein Typ mit Gleichheit ist (siehe § 3.7). Folglich liefert die
Deklaration

fun append (xs,ys) = if xs=nil then ys

else hd xs :: append(tl xs, ys)

val append : ’’a list * ’’a list → ’’a list

eine Prozedur mit einem auf Gleichheitstypen eingeschränkten Typschema.

Positionen und Nth

Beim Programmieren ist es üblich, die Positionen einer nichtleeren Liste mit null be-
ginnend durchzunummerieren: [x0, . . . , xm]. Eine Liste der Länge n hat dann die Positio-
nen 0 bis n −1. Unter dem n-ten Element einer Liste versteht man dementsprechend
das Element an der Position n.
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Konkatenation

‣ Konkatenation zweier Listen mit Hilfe von null, hd, tl:                     

‣ alternative Deklaration mit nil: 
 
 
 
 
 
Typ mit Gleichheit! 

4.5 Hd, Tl, Null, Nth und das Werfen von Ausnahmen 87

fun hd nil = raise Empty

| hd (x::xr) = x

val hd : α list → α

fun tl nil = raise Empty

| tl (x::xr) = xr

val tl : α list → α list

Das Werfen der Ausnahme Empty bei der Anwendung auf die leere Liste erfolgt mit dem
Ausdruck raise Empty. Da dieser Ausdruck keinen Wert liefert, kann er jeden Typ an-
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fun hd nil = raise Empty

| hd (x::xr) = x

val hd : α list → α

fun tl nil = raise Empty

| tl (x::xr) = xr

val tl : α list → α list

Das Werfen der Ausnahme Empty bei der Anwendung auf die leere Liste erfolgt mit dem
Ausdruck raise Empty. Da dieser Ausdruck keinen Wert liefert, kann er jeden Typ an-
nehmen. Wenn bei der Ausführung eines Programms eine Ausnahme geworfen wird,
bricht der Interpreter die Ausführung des Programms mit einer entsprechenden Fehler-
meldung ab. Später werden wir ein Sprachkonstrukt kennenlernen, mit dem geworfene
Ausnahmen gefangen werden können.

Test auf die leere Liste

Die vordeklarierte Prozedur

fun null nil = true

| null (x::xr) = false

val null : α list → bool

testet, ob eine Liste leer ist.

Mithilfe der Prozeduren hd, tl und null können wir Listenprozeduren auch ohne die
Verwendung von mehreren Regeln deklarieren. Wir zeigen das am Beispiel von append:

fun append (xs,ys) = if null xs then ys

else hd xs :: append(tl xs, ys)

val append : α list * α list → α list

Auf den ersten Blick scheint es, dass man statt null xs auch xs = nil schreiben kann. Das
ist aber keineswegs der Fall, da xs = nil im Gegensatz zu null xs nur dann zulässig ist,
wenn der Elementtyp von xs ein Typ mit Gleichheit ist (siehe § 3.7). Folglich liefert die
Deklaration

fun append (xs,ys) = if xs=nil then ys

else hd xs :: append(tl xs, ys)

val append : ’’a list * ’’a list → ’’a list

eine Prozedur mit einem auf Gleichheitstypen eingeschränkten Typschema.

Positionen und Nth

Beim Programmieren ist es üblich, die Positionen einer nichtleeren Liste mit null be-
ginnend durchzunummerieren: [x0, . . . , xm]. Eine Liste der Länge n hat dann die Positio-
nen 0 bis n −1. Unter dem n-ten Element einer Liste versteht man dementsprechend
das Element an der Position n.
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Positionen und nth
‣ Nth (List.nth) liefert das n-te Element einer Liste:                                           

‣ Nummerierung beginnt bei 0! 
‣ Eine Grenzüberschreitung wird mit der Ausnahme Subscript 

signalisiert.

88 4 Listen und Strings

Hier ist eine unter List.nth vordeklarierte Prozedur, die das n-te Element einer Liste lie-
fert:

fun nth(xs,n) = if n<0 orelse null xs then raise Subscript

else if n=0 then hd xs else nth(tl xs, n-1)

val nth : α list * int → α

nth ([3,4,5], 0)

3 : int

nth ([3,4,5], 2)

5 : int

nth ([3,4,5], 3)

! Uncaught exception: Subscript

Die Ausnahme Subscript wird zur Signalisierung von Grenzüberschreitungen verwen-
det.

Die mit null beginnende Nummerierung beißt sich mit der üblichen mathematischen
Nummerierung, die bei eins beginnt. Sie müssen also immer darauf achten, welche
Nummerierung gerade verwendet wird.

Aufgabe 4.15 (Last) Deklarieren Sie eine Prozedur last : α list →α, die das Element an
der letzten Position einer Liste liefert. Wenn die Liste leer ist, soll die Ausnahme Empty
geworfen werden.

Aufgabe 4.16 (Max) Schreiben Sie mit foldl eine Prozedur max : int list → int, die das
größte Element einer Liste liefert. Wenn die Liste leer ist, soll die Ausnahme Empty ge-
worfen werden. Verwenden Sie die vordefinierte Prozedur Int.max : int ∗ int → int.

Aufgabe 4.17 (Take und Drop) Schreiben Sie zwei polymorphe Prozeduren take und
drop, die gemäß α list ∗ int →α list getypt sind und die folgende Spezifikation erfüllen:

a) take(xs,n) liefert die ersten n Elemente der Liste xs. Falls n < 0 oder |xs| < n gilt, soll
die Ausnahme Subscript geworfen werden.

b) drop(xs,n) liefert die Liste, die man aus xs erhält, wenn man die ersten n Elemente
weglässt. Falls n < 0 oder |xs| < n gilt, soll die Ausnahme Subscript geworfen werden.

Hinweis: Verwenden Sie orelse und die Prozeduren hd, tl und null.

4.6 Regelbasierte Prozeduren und Musterabgleich

Durch die Verwendung mehrerer Regeln kann bei vielen Prozeduren für Listen auf die
Verwendung von Konditionalen und der Prozeduren null, hd und tl verzichtet werden.
Ein typisches Beispiel ist die Prozedur rev, die Listen gemäß zweier Regeln reversiert:
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Regelbasierte Prozeduren

๏ Konkatenation zweier Listen mit Hilfe von null, hd, tl:                     

๏ Regelbasierte Prozedur: 
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fun hd nil = raise Empty

| hd (x::xr) = x

val hd : α list → α

fun tl nil = raise Empty

| tl (x::xr) = xr

val tl : α list → α list

Das Werfen der Ausnahme Empty bei der Anwendung auf die leere Liste erfolgt mit dem
Ausdruck raise Empty. Da dieser Ausdruck keinen Wert liefert, kann er jeden Typ an-
nehmen. Wenn bei der Ausführung eines Programms eine Ausnahme geworfen wird,
bricht der Interpreter die Ausführung des Programms mit einer entsprechenden Fehler-
meldung ab. Später werden wir ein Sprachkonstrukt kennenlernen, mit dem geworfene
Ausnahmen gefangen werden können.

Test auf die leere Liste

Die vordeklarierte Prozedur

fun null nil = true

| null (x::xr) = false

val null : α list → bool

testet, ob eine Liste leer ist.

Mithilfe der Prozeduren hd, tl und null können wir Listenprozeduren auch ohne die
Verwendung von mehreren Regeln deklarieren. Wir zeigen das am Beispiel von append:

fun append (xs,ys) = if null xs then ys

else hd xs :: append(tl xs, ys)

val append : α list * α list → α list

Auf den ersten Blick scheint es, dass man statt null xs auch xs = nil schreiben kann. Das
ist aber keineswegs der Fall, da xs = nil im Gegensatz zu null xs nur dann zulässig ist,
wenn der Elementtyp von xs ein Typ mit Gleichheit ist (siehe § 3.7). Folglich liefert die
Deklaration

fun append (xs,ys) = if xs=nil then ys

else hd xs :: append(tl xs, ys)

val append : ’’a list * ’’a list → ’’a list

eine Prozedur mit einem auf Gleichheitstypen eingeschränkten Typschema.

Positionen und Nth

Beim Programmieren ist es üblich, die Positionen einer nichtleeren Liste mit null be-
ginnend durchzunummerieren: [x0, . . . , xm]. Eine Liste der Länge n hat dann die Positio-
nen 0 bis n −1. Unter dem n-ten Element einer Liste versteht man dementsprechend
das Element an der Position n.
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fun length nil = 0

| length (x::xr) = 1 + length xr

length : α list → int

length [1,1,1,1]

4 : int

Wir sprechen von einer regelbasierten Prozedur mit zwei Regeln. Normale Prozeduren
kann man als regelbasierte Prozeduren mit nur einer Regel auffassen.

4.2 Append, Rev, Concat und Tabulate
Wir zeigen jetzt anhand weiterer Beispiele, wie man mit Listen und regelbasierten Pro-
zeduren programmiert.

Append

Die Konkatenation zweier Listen können wir gemäß der Gleichungen

nil @ys = ys

(x ::xr)@ys = x ::(xr @ys)

bestimmen. Die durch die zweite Gleichung eingeführte Rekursion terminiert, da die
Länge der linken Liste jeweils um eins reduziert wird. Die Umsetzung der Gleichungen
in eine regelbasierte Prozedurdeklaration ist einfach:

fun append (nil, ys) = ys

| append (x::xr, ys) = x::append(xr,ys)

val append : α list * α list → α list

append([2,3], [6,7,8])

[2, 3, 6, 7, 8] : int list

Interpreter realisieren den Konkatenationsoperator @ übrigens mit einer append ent-
sprechenden rekursiven Prozedur.

Rev

Die Prozedur

fun rev nil = nil

| rev (x::xr) = rev xr @ [x]

val rev : α list → α list

reversiert eine Liste durch Umkehrung der Elementreihenfolge:

rev [1, 2, 3, 4]

[4, 3, 2, 1] : int list

Die Rekursion terminiert, da die Länge der Liste jeweils um eins reduziert wird.
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Regelbasierte Prozeduren4.2 Append, Rev, Concat und Tabulate 79

fun length nil = 0

| length (x::xr) = 1 + length xr

length : α list → int

length [1,1,1,1]

4 : int

Wir sprechen von einer regelbasierten Prozedur mit zwei Regeln. Normale Prozeduren
kann man als regelbasierte Prozeduren mit nur einer Regel auffassen.

4.2 Append, Rev, Concat und Tabulate
Wir zeigen jetzt anhand weiterer Beispiele, wie man mit Listen und regelbasierten Pro-
zeduren programmiert.

Append

Die Konkatenation zweier Listen können wir gemäß der Gleichungen

nil @ys = ys

(x ::xr)@ys = x ::(xr @ys)

bestimmen. Die durch die zweite Gleichung eingeführte Rekursion terminiert, da die
Länge der linken Liste jeweils um eins reduziert wird. Die Umsetzung der Gleichungen
in eine regelbasierte Prozedurdeklaration ist einfach:

fun append (nil, ys) = ys

| append (x::xr, ys) = x::append(xr,ys)

val append : α list * α list → α list

append([2,3], [6,7,8])

[2, 3, 6, 7, 8] : int list

Interpreter realisieren den Konkatenationsoperator @ übrigens mit einer append ent-
sprechenden rekursiven Prozedur.

Rev

Die Prozedur

fun rev nil = nil

| rev (x::xr) = rev xr @ [x]

val rev : α list → α list

reversiert eine Liste durch Umkehrung der Elementreihenfolge:

rev [1, 2, 3, 4]

[4, 3, 2, 1] : int list

Die Rekursion terminiert, da die Länge der Liste jeweils um eins reduziert wird.
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Prozeduren auf Listen

‣ Konkatenation zweier Listen:                     

‣ Konkatenation der Elementlisten (List.concat): 
 
 
 
 

80 4 Listen und Strings

Concat

Die Prozedur

fun concat nil = nil

| concat (x::xr) = x @ concat xr

val concat : α list list → α list

liefert zu einer Liste von Listen die Konkatenation der Elementlisten:

concat [xs1, . . . ,xsn] = xs1 @... @xsn

Tabulate

Die höherstufige Prozedur

fun tabulate (n,f) = iterdn (n-1) 0 nil (fn (i,xs) => f i::xs)

val tabulate : int * (int → α) → α list

liefert für eine Zahl n ≥ 0 und eine Prozedur f eine Liste der Länge n wie folgt:

tabulate(n, f ) = [ f (0), . . . , f (n −1)]

Hier sind Beispiele:

tabulate(5, fn x => x)

[0, 1, 2, 3, 4] : int list

tabulate(5, fn x => x*x)

[0, 1, 4, 9, 16] : int list

Vordeklarierte Prozeduren

Damit man die grundlegenden Prozeduren für Listen nicht jedes Mal neu deklarieren
muss, sind diese beim Start des Interpreters bereits vordeklariert:

length : α list → int
rev : α list →α list
List.concat : α list list →α list
List.tabulate : int ∗ (int →α)→α list

Aufgabe 4.4 (Enum) Schreiben Sie mithilfe der Prozedur iterdn (§ 3.13) eine Prozedur
enum : int → int → int list, die zu zwei Zahlen m ≤ n die Liste [m, . . . ,n] liefert. Beispiels-
weise soll enum 3 6 = [3,4,5,6] gelten. Für m > n soll enum die leere Liste liefern.

Aufgabe 4.5 (Member) Schreiben Sie eine polymorphe Prozedur

member : ′′a → ′′a list → bool

die testet, ob ein Wert als Element in einer Liste vorkommt.
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fun length nil = 0

| length (x::xr) = 1 + length xr

length : α list → int

length [1,1,1,1]

4 : int

Wir sprechen von einer regelbasierten Prozedur mit zwei Regeln. Normale Prozeduren
kann man als regelbasierte Prozeduren mit nur einer Regel auffassen.

4.2 Append, Rev, Concat und Tabulate
Wir zeigen jetzt anhand weiterer Beispiele, wie man mit Listen und regelbasierten Pro-
zeduren programmiert.

Append

Die Konkatenation zweier Listen können wir gemäß der Gleichungen

nil @ys = ys

(x ::xr)@ys = x ::(xr @ys)

bestimmen. Die durch die zweite Gleichung eingeführte Rekursion terminiert, da die
Länge der linken Liste jeweils um eins reduziert wird. Die Umsetzung der Gleichungen
in eine regelbasierte Prozedurdeklaration ist einfach:

fun append (nil, ys) = ys

| append (x::xr, ys) = x::append(xr,ys)

val append : α list * α list → α list

append([2,3], [6,7,8])

[2, 3, 6, 7, 8] : int list

Interpreter realisieren den Konkatenationsoperator @ übrigens mit einer append ent-
sprechenden rekursiven Prozedur.

Rev

Die Prozedur

fun rev nil = nil

| rev (x::xr) = rev xr @ [x]

val rev : α list → α list

reversiert eine Liste durch Umkehrung der Elementreihenfolge:

rev [1, 2, 3, 4]

[4, 3, 2, 1] : int list

Die Rekursion terminiert, da die Länge der Liste jeweils um eins reduziert wird.
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‣ Reversierung (vordeklariert):                     

‣ Tabulierung (List.tabulate):  
 
 
 
 

4.2 Append, Rev, Concat und Tabulate 79

fun length nil = 0

| length (x::xr) = 1 + length xr

length : α list → int

length [1,1,1,1]

4 : int

Wir sprechen von einer regelbasierten Prozedur mit zwei Regeln. Normale Prozeduren
kann man als regelbasierte Prozeduren mit nur einer Regel auffassen.

4.2 Append, Rev, Concat und Tabulate
Wir zeigen jetzt anhand weiterer Beispiele, wie man mit Listen und regelbasierten Pro-
zeduren programmiert.

Append

Die Konkatenation zweier Listen können wir gemäß der Gleichungen

nil @ys = ys

(x ::xr)@ys = x ::(xr @ys)

bestimmen. Die durch die zweite Gleichung eingeführte Rekursion terminiert, da die
Länge der linken Liste jeweils um eins reduziert wird. Die Umsetzung der Gleichungen
in eine regelbasierte Prozedurdeklaration ist einfach:

fun append (nil, ys) = ys

| append (x::xr, ys) = x::append(xr,ys)

val append : α list * α list → α list

append([2,3], [6,7,8])

[2, 3, 6, 7, 8] : int list

Interpreter realisieren den Konkatenationsoperator @ übrigens mit einer append ent-
sprechenden rekursiven Prozedur.

Rev

Die Prozedur

fun rev nil = nil

| rev (x::xr) = rev xr @ [x]

val rev : α list → α list

reversiert eine Liste durch Umkehrung der Elementreihenfolge:

rev [1, 2, 3, 4]

[4, 3, 2, 1] : int list

Die Rekursion terminiert, da die Länge der Liste jeweils um eins reduziert wird.
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Concat

Die Prozedur

fun concat nil = nil

| concat (x::xr) = x @ concat xr

val concat : α list list → α list

liefert zu einer Liste von Listen die Konkatenation der Elementlisten:

concat [xs1, . . . ,xsn] = xs1 @... @xsn

Tabulate

Die höherstufige Prozedur

fun tabulate (n,f) = iterdn (n-1) 0 nil (fn (i,xs) => f i::xs)

val tabulate : int * (int → α) → α list

liefert für eine Zahl n ≥ 0 und eine Prozedur f eine Liste der Länge n wie folgt:

tabulate(n, f ) = [ f (0), . . . , f (n −1)]

Hier sind Beispiele:

tabulate(5, fn x => x)

[0, 1, 2, 3, 4] : int list

tabulate(5, fn x => x*x)

[0, 1, 4, 9, 16] : int list

Vordeklarierte Prozeduren

Damit man die grundlegenden Prozeduren für Listen nicht jedes Mal neu deklarieren
muss, sind diese beim Start des Interpreters bereits vordeklariert:

length : α list → int
rev : α list →α list
List.concat : α list list →α list
List.tabulate : int ∗ (int →α)→α list

Aufgabe 4.4 (Enum) Schreiben Sie mithilfe der Prozedur iterdn (§ 3.13) eine Prozedur
enum : int → int → int list, die zu zwei Zahlen m ≤ n die Liste [m, . . . ,n] liefert. Beispiels-
weise soll enum 3 6 = [3,4,5,6] gelten. Für m > n soll enum die leere Liste liefern.

Aufgabe 4.5 (Member) Schreiben Sie eine polymorphe Prozedur

member : ′′a → ′′a list → bool

die testet, ob ein Wert als Element in einer Liste vorkommt.
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liefert für eine Zahl n ≥ 0 und eine Prozedur f eine Liste der Länge n wie folgt:
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‣Map (vordeklariert):                                              

4.3 Map, Filter, Exists und All 81

4.3 Map, Filter, Exists und All

Wir besprechen jetzt die vordeklarierten Prozeduren

map : (α→β) →α list →β list
List.filter : (α→ bool)→α list →α list
List.exists : (α→ bool)→α list → bool
List.all : (α→ bool)→α list → bool

Diesen höherstufigen Prozeduren ist gemeinsam, dass sie zunächst auf eine Prozedur
und dann auf eine Liste angewendet werden.

Map

Die Prozedur

fun map f nil = nil

| map f (x::xr) = (f x) :: (map f xr)

map : (α→ β) → α list → β list

wendet eine Prozedur f auf alle Elemente einer Liste an:

map f [x1, . . . , xn ] = [ f x1, . . . , f xn]

Hier sind Beispiele:

map (fn x => 2*x) [2, 4, 11, 34]

[4, 8, 22, 68] : int list

map op~ [2, 4, 11, 34]

[~2, ~4, ~11, ~34] : int list

fun minus5 xs = map (fn x => x-5) xs

val minus5 : int list → int list

minus5 [3, 6, 99, 72]

[~2, 1, 94, 67] : int list

map rev [[3, 4, 5], [2, 3], [7, 8, 9]]

[[5, 4, 3], [3, 2], [9, 8, 7]] : int list list

map length [[3, 4, 5], [2, 3], [7, 8, 9]]

[3, 2, 3] : int list

Aufgabe 4.6 Wie typisiert die ambige Deklaration val f = map rev den Bezeichner f ? Wie
müssen Sie die Deklaration umschreiben, damit f polymorph typisiert wird?
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‣ Filter (List.filter):                                              

82 4 Listen und Strings

Filter

Die Prozedur

fun filter f nil = nil

| filter f (x::xr) = if f x then x :: filter f xr

else filter f xr

val filter : (α→ bool) → α list → α list

liefert zu einer Liste die Liste der Elemente, für die eine gegebene Prozedur true liefert:

filter (fn x => x<0) [0, ~1, 2, ~3, ~4]

[~1, ~3, ~4] : int list

filter (fn x => x>=0) [0, ~1, 2, ~3, ~4]

[0, 2] : int list

Exists und All

Die Prozedur

fun exists f nil = false

| exists f (x::xr) = f x orelse exists f xr

exists : (α→ bool) → α list → bool

testet, ob eine gegebene Prozedur für mindestens ein Element einer Liste true liefert:

exists (fn x => x<0) [1, 2, 3]

false : bool

exists (fn x => x<0) [1, ~2, 3]

true : bool

Die Prozedur

fun all f nil = true

| all f (x::xr) = f x andalso all f xr

all : (α→ bool) → α list → bool

testet, ob eine gegebene Prozedur für alle Elemente einer Liste true liefert:

all (fn x => x>0) [1, 2, 3]

true : bool

all (fn x => x>0) [1, ~2, 3]

false : bool

Aufgabe 4.7 (Member) Schreiben Sie mithilfe von List.exists eine Prozedur
member : ′′a →′′a list → bool, die testet, ob ein Wert als Element in einer Liste vor-
kommt.
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‣ Exists (List.exists):                     

‣ All (List.all):  
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Regeln
‣ Eine Regel besteht aus einem Bezeichner, einem Muster, und 

einem Rumpf: 
 
 

‣ Das Muster entscheidet über die Anwendbarkeit der Regel. 

‣ Das Muster kann Bezeichner einführen, die als Variablen des 
Musters bezeichnet werden. 

‣Musterabgleich (pattern matching): Prozess, der entscheidet 
ob ein Muster einen Wert trifft.  
 
Beispiel: [7,8,9] trifft (x::xs) und bindet dabei x an 7, xs an [8,9] 
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fun rev nil = nil

| rev (x::xr) = rev xr @ [x]

val rev : α list → α list

Die Regeln der Prozedur stellen eine Fallunterscheidung dar. Bei der Ausführung eines
Aufrufs wird die zum Argument des Aufrufs passende Regel gewählt.

Prozeduren mit nur einer Regel entsprechen den Prozeduren, die wir bisher kennenge-
lernt haben. Insofern ist jede Prozedur regelbasiert.

Eine Regel besteht aus einem Muster und einem Ausdruck, der als Rumpf der Regel be-
zeichnet wird:

〈Bezeichner 〉 〈Muster 〉 = 〈Ausdruck 〉
︸ ︷︷ ︸

Rumpf

Das Muster einer Regel entscheidet darüber, ob die Regel auf ein Argument anwendbar
ist. Das Muster kann Bezeichner einführen, die als Variablen des Musters und der Re-
gel bezeichnet werden. Ein Bezeichner darf nur einmal in einem Muster auftreten, und
dieses Auftreten ist immer definierend.

Wenn ein Wert gemäß eines Musters aufgebaut ist, sagen wir, dass der Wert das Muster

Beispielsweise trifft das Muster (x :: xs) den Wert [7,8,9] und bindet dabei x und xs an 7
und [8,9].

Der Prozess, der entscheidet, ob ein Muster einen Wert trifft und dabei die Variablen des
Musters bindet, wird als Musterabgleich bezeichnet. Im Englischen spricht man von
pattern matching.

Muster dürfen Konstanten sowie runde und eckige Klammern enthalten. Außerdem
können Prozeduren mit mehr als zwei Regeln formuliert werden. Hier ist eine Prozedur
mit 4 Regeln:

fun test [] = 0

| test [(x,y)] = x+y

| test [(x,5), (7,y)] = x*y

| test (_::_::ps) = test ps

val test : (int * int) list → int

Aufgabe 4.18 Welche der Muster der 4 Regeln der Prozedur test treffen den Wert
[(2,5), (7,3)]? An welche Werte werden die Variablen der Muster dabei gebunden?

Aufgabe 4.19 Entscheiden Sie für jeden der folgenden Werte, ob er das Muster
(x, y :: _ :: z, (u,3)) trifft. Geben Sie bei einem Treffer die Bindungen für die Variablen
des Musters an.

a) (7, [1], (3,3))

b) ([1,2], [3,4,5], (11,3))

trifft. Umgekehrt sagen wir auch, dass das Muster den Wert trifft. Wenn ein Muster einen
Wert trifft, können die Variablen des Musters an Teilwerte des Wertes gebunden werden.
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Frage

Entscheiden Sie für jeden der folgenden Werte, ob er das Muster 

(x, y :: _ :: z, (u,3))  

trifft. 
        

‣ (7,[1],(3,3))
‣ ([7],[1,2,3],[3,3])
‣ ([1,2],[4,5],(11,3))
‣ ([1,2],[4,5,6],(11,3))

✓

✓

╳
╳
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Disjunkte Muster

‣ Eine Menge von Mustern heißt disjunkt wenn Ihre Muster 
jeweils verschiedene Werte treffen. 
 
Beispiel: 
 
 

‣Muster, die nicht disjunkt sind, heißen überlappend. 
 
Beispiel: 
 
 

90 4 Listen und Strings

4.6.1 Disjunkte und überlappende Regeln

Eine Menge von Mustern heißt disjunkt, wenn die Muster jeweils verschiedene Werte
treffen. Präziser können wir sagen, dass eine Menge von Mustern disjunkt ist, wenn es
keinen Wert gibt, der mehr als ein Muster der Menge trifft. Beispielsweise sind die Muster

[], [(x, y)], [(x,5), (7, y)], (_ :: (x,_) :: _ :: ps)

disjunkt. Muster, die nicht disjunkt sind, bezeichnen wir als überlappend. Hier sind zwei
überlappende Muster:

[(x,5), (7, y)], (_ :: (x,_) :: ps)

Eine Menge von Regeln heißt disjunkt [überlappend], wenn ihre Muster disjunkt [über-
lappend] sind. Wenn die Regeln einer Prozedur disjunkt sind, spielt die Reihenfolge, in
der sie angegeben sind, keine Rolle. Statt

fun length nil = 0

| length (_::xr) = 1 + length xr

können wir also genauso gut

fun length (_::xr) = 1 + length xr

| length nil = 0

schreiben.

Wenn die Regeln einer Prozedur überlappend sind, ist ihre Reihenfolge von Bedeutung.
In diesem Fall wird eine Regel nämlich nur dann angewendet, wenn keine der vor ihr ste-
henden Regeln anwendbar ist. Hier ist eine Prozedur, die von dieser Tatsache Gebrauch
macht, um zu testen, ob eine Liste mindestens zwei Positionen hat:

fun test (_::_::_) = true

| test _ = false

val test : α list → bool

Mit überlappenden Regeln kann man auch Prozeduren für Zahlen mit mehreren Regeln
schreiben. Beispielsweise liefert die Prozedur

fun power (x, 0) = 1

| power (x, n) = x * power(x, n-1)

val power : int * int → int

für x und n ≥ 0 die Potenz xn . Für negative n divergiert die Prozedur.
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Disjunkte Regeln

‣ Eine Regel heißt disjunkt/überlappend,  
wenn ihre Muster disjunkt/überlappend sind.  

‣ Bei disjunkten Regeln spielt die Reihenfolge der Muster 
keine Rolle. 
 
 

‣ Bei überlappenden Regeln kommt es auf die Reihenfolge 
der Muster an. 
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Die Rekursionsgleichungen einer Prozedur lassen sich in Standard ML allerdings nur
dann direkt durch Regeln darstellen, wenn sie ohne Anwendungsbedingungen formu-
liert sind.2 Wenn dagegen wie bei

potenz(x,n) = 1 für n < 1

potenz(x,n) = x ·potenz(x,n −1) für n ≥ 1

Anwendungsbedingungen vorkommen, muss man die Rekursionsgleichungen durch
ein Konditional verbinden:

fun potenz (x,n) = if n<1 then 1 else x*potenz(x,n-1)

Ein weiteres Beispiel für eine Prozedur mit überlappenden Regeln ist

fun or (false, false) = false

| or _ = true

val or : bool * bool → bool

Diese Prozedur liefert entsprechend dem logischen oder für zwei Boolesche Werte genau
dann true, wenn mindestes einer der Werte true ist.

Aufgabe 4.20 Deklarieren Sie eine zu or äquivalente Prozedur, die mit disjunkten Regeln
formuliert ist. Verwenden Sie dabei kein Konditional.

4.6.2 Erschöpfende Regeln

Eine Menge von Mustern erschöpft einen Typ, wenn jeder Wert des Typs mindestens
eines der Muster trifft. Die Regeln einer Prozedur heißen erschöpfend, wenn ihre Muster
den Argumenttyp der Prozedur erschöpfen.

Sie sollten nur Prozeduren mit erschöpfenden Regeln verwenden. Wenn Sie einen Fehler
machen und die Regeln Ihrer Prozedur nicht erschöpfend sind, warnt Sie der Interpreter:

fun test nil = 0

| test [_] = 1

val test : α list → int

! Warning: pattern matching is not exhaustive

Wenn die Prozedur test aber nur auf Listen mit höchstens einem Element angewendet
werden soll, sollten Sie eine Ausnahmeregel hinzufügen, die bei einem Verstoß eine ge-
eignete Ausnahme wirft:

2In der Programmiersprache Haskell können die Regeln von Prozeduren auch mit Anwendungsbedingun-
gen formuliert werden.
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4.6.1 Disjunkte und überlappende Regeln

Eine Menge von Mustern heißt disjunkt, wenn die Muster jeweils verschiedene Werte
treffen. Präziser können wir sagen, dass eine Menge von Mustern disjunkt ist, wenn es
keinen Wert gibt, der mehr als ein Muster der Menge trifft. Beispielsweise sind die Muster

[], [(x, y)], [(x,5), (7, y)], (_ :: (x,_) :: _ :: ps)

disjunkt. Muster, die nicht disjunkt sind, bezeichnen wir als überlappend. Hier sind zwei
überlappende Muster:

[(x,5), (7, y)], (_ :: (x,_) :: ps)

Eine Menge von Regeln heißt disjunkt [überlappend], wenn ihre Muster disjunkt [über-
lappend] sind. Wenn die Regeln einer Prozedur disjunkt sind, spielt die Reihenfolge, in
der sie angegeben sind, keine Rolle. Statt

fun length nil = 0

| length (_::xr) = 1 + length xr

können wir also genauso gut

fun length (_::xr) = 1 + length xr

| length nil = 0

schreiben.

Wenn die Regeln einer Prozedur überlappend sind, ist ihre Reihenfolge von Bedeutung.
In diesem Fall wird eine Regel nämlich nur dann angewendet, wenn keine der vor ihr ste-
henden Regeln anwendbar ist. Hier ist eine Prozedur, die von dieser Tatsache Gebrauch
macht, um zu testen, ob eine Liste mindestens zwei Positionen hat:

fun test (_::_::_) = true

| test _ = false

val test : α list → bool

Mit überlappenden Regeln kann man auch Prozeduren für Zahlen mit mehreren Regeln
schreiben. Beispielsweise liefert die Prozedur

fun power (x, 0) = 1

| power (x, n) = x * power(x, n-1)

val power : int * int → int

für x und n ≥ 0 die Potenz xn . Für negative n divergiert die Prozedur.
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Überlappende Regeln für Zahlen

90 4 Listen und Strings

4.6.1 Disjunkte und überlappende Regeln

Eine Menge von Mustern heißt disjunkt, wenn die Muster jeweils verschiedene Werte
treffen. Präziser können wir sagen, dass eine Menge von Mustern disjunkt ist, wenn es
keinen Wert gibt, der mehr als ein Muster der Menge trifft. Beispielsweise sind die Muster

[], [(x, y)], [(x,5), (7, y)], (_ :: (x,_) :: _ :: ps)

disjunkt. Muster, die nicht disjunkt sind, bezeichnen wir als überlappend. Hier sind zwei
überlappende Muster:

[(x,5), (7, y)], (_ :: (x,_) :: ps)

Eine Menge von Regeln heißt disjunkt [überlappend], wenn ihre Muster disjunkt [über-
lappend] sind. Wenn die Regeln einer Prozedur disjunkt sind, spielt die Reihenfolge, in
der sie angegeben sind, keine Rolle. Statt

fun length nil = 0

| length (_::xr) = 1 + length xr

können wir also genauso gut

fun length (_::xr) = 1 + length xr

| length nil = 0

schreiben.

Wenn die Regeln einer Prozedur überlappend sind, ist ihre Reihenfolge von Bedeutung.
In diesem Fall wird eine Regel nämlich nur dann angewendet, wenn keine der vor ihr ste-
henden Regeln anwendbar ist. Hier ist eine Prozedur, die von dieser Tatsache Gebrauch
macht, um zu testen, ob eine Liste mindestens zwei Positionen hat:

fun test (_::_::_) = true

| test _ = false

val test : α list → bool

Mit überlappenden Regeln kann man auch Prozeduren für Zahlen mit mehreren Regeln
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Die Rekursionsgleichungen einer Prozedur lassen sich in Standard ML allerdings nur
dann direkt durch Regeln darstellen, wenn sie ohne Anwendungsbedingungen formu-
liert sind.2 Wenn dagegen wie bei

potenz(x,n) = 1 für n < 1

potenz(x,n) = x ·potenz(x,n −1) für n ≥ 1

Anwendungsbedingungen vorkommen, muss man die Rekursionsgleichungen durch
ein Konditional verbinden:

fun potenz (x,n) = if n<1 then 1 else x*potenz(x,n-1)

Ein weiteres Beispiel für eine Prozedur mit überlappenden Regeln ist

fun or (false, false) = false

| or _ = true

val or : bool * bool → bool

Diese Prozedur liefert entsprechend dem logischen oder für zwei Boolesche Werte genau
dann true, wenn mindestes einer der Werte true ist.

Aufgabe 4.20 Deklarieren Sie eine zu or äquivalente Prozedur, die mit disjunkten Regeln
formuliert ist. Verwenden Sie dabei kein Konditional.

4.6.2 Erschöpfende Regeln

Eine Menge von Mustern erschöpft einen Typ, wenn jeder Wert des Typs mindestens
eines der Muster trifft. Die Regeln einer Prozedur heißen erschöpfend, wenn ihre Muster
den Argumenttyp der Prozedur erschöpfen.

Sie sollten nur Prozeduren mit erschöpfenden Regeln verwenden. Wenn Sie einen Fehler
machen und die Regeln Ihrer Prozedur nicht erschöpfend sind, warnt Sie der Interpreter:

fun test nil = 0

| test [_] = 1

val test : α list → int

! Warning: pattern matching is not exhaustive

Wenn die Prozedur test aber nur auf Listen mit höchstens einem Element angewendet
werden soll, sollten Sie eine Ausnahmeregel hinzufügen, die bei einem Verstoß eine ge-
eignete Ausnahme wirft:

2In der Programmiersprache Haskell können die Regeln von Prozeduren auch mit Anwendungsbedingun-
gen formuliert werden.
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Erschöpfende Regeln

‣ Eine Menge von Mustern erschöpft einen Typ wenn jeder Wert 
des Typs mindestens ein Muster trifft. 

‣ Die Regeln einer Prozedur heißen erschöpfend, wenn ihre Regeln 
den Argumenttyp erschöpfen. 

‣ Sie sollten nur Prozeduren mit erschöpfenden Regeln 
verwenden. 
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Ausnahmen92 4 Listen und Strings

exception SomethingWrong

fun test nil = 0

| test [_] = 1

| test _ = raise SomethingWrong

val test : α list → int

test [1,2]

! Uncaught exception: SomethingWrong

Auf das Deklarieren von Ausnahmen werden wir in �§�6.5 �näher eingehen.

4.6.3 Regelbasierte Abstraktionen und Case-Ausdrücke

Auch Abstraktionen können mit mehreren Regeln gebildet werden. Beispielsweise be-
schreibt

fn true => false

| false => true

fn : bool → bool

eine Prozedur, die einen Booleschen Wert negiert.

Ein Case-Ausdruck

case e of M1 ⇒ e1 | . . . | Mn ⇒ en

ist eine abgeleitete Form, die die durch die Prozeduranwendung

(fn M1 ⇒ e1 | . . . | Mn ⇒ en) e

realisierte Fallunterscheidung lesbarer darstellt. Hier ist ein Beispiel:

fun test xs y = case rev xs

of _::x::_ => x<y

| _ => false

val test : int list → int → bool

Die Deklaration liefert eine Prozedur, die testet, ob das vorletzte Argument einer Liste
kleiner als eine gegebene Zahl ist.

Übrigens ist ein Konditional if e1 then e2 else e3 in Standard ML eine abgeleitete Form,
die auf die Prozeduranwendung (fn true ⇒ e2 | false ⇒ e3) e1 zurückgeführt wird.

4.6.4 Kaskadierte Prozedurdeklarationen mit mehreren
Regeln

Kaskadierte Prozedurdeklarationen mit mehreren Regeln werden mithilfe von Case-
Ausdrücken auf kaskadierte Prozedurdeklarationen mit nur einer Regel zurückgeführt.
Beispielsweise wird die Deklaration
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Frage

Betrachten Sie die Regeln der Prozedur 

fun pairs (x::y::xs) = (x,y)::pairs xs

      | pairs nil = nil  

Die Regeln sind 

‣ überlappend 

‣ disjunkt 

‣ erschöpfend 

‣ nicht erschöpfend

✓

✓

╳

╳
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Regelbasierte Abstraktionen

‣ Beispiel: 
 
 
 

‣ Der Case-Ausdruck  
 
 
ist eine abgeleitete Form für 
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die auf die Prozeduranwendung (fn true ⇒ e2 | false ⇒ e3) e1 zurückgeführt wird.

4.6.4 Kaskadierte Prozedurdeklarationen mit mehreren
Regeln

Kaskadierte Prozedurdeklarationen mit mehreren Regeln werden mithilfe von Case-
Ausdrücken auf kaskadierte Prozedurdeklarationen mit nur einer Regel zurückgeführt.
Beispielsweise wird die Deklaration
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exception SomethingWrong

fun test nil = 0

| test [_] = 1

| test _ = raise SomethingWrong

val test : α list → int

test [1,2]

! Uncaught exception: SomethingWrong

Auf das Deklarieren von Ausnahmen werden wir in �§�6.5 �näher eingehen.

4.6.3 Regelbasierte Abstraktionen und Case-Ausdrücke

Auch Abstraktionen können mit mehreren Regeln gebildet werden. Beispielsweise be-
schreibt

fn true => false

| false => true

fn : bool → bool

eine Prozedur, die einen Booleschen Wert negiert.

Ein Case-Ausdruck

case e of M1 ⇒ e1 | . . . | Mn ⇒ en

ist eine abgeleitete Form, die die durch die Prozeduranwendung

(fn M1 ⇒ e1 | . . . | Mn ⇒ en) e

realisierte Fallunterscheidung lesbarer darstellt. Hier ist ein Beispiel:

fun test xs y = case rev xs

of _::x::_ => x<y

| _ => false

val test : int list → int → bool

Die Deklaration liefert eine Prozedur, die testet, ob das vorletzte Argument einer Liste
kleiner als eine gegebene Zahl ist.

Übrigens ist ein Konditional if e1 then e2 else e3 in Standard ML eine abgeleitete Form,
die auf die Prozeduranwendung (fn true ⇒ e2 | false ⇒ e3) e1 zurückgeführt wird.

4.6.4 Kaskadierte Prozedurdeklarationen mit mehreren
Regeln

Kaskadierte Prozedurdeklarationen mit mehreren Regeln werden mithilfe von Case-
Ausdrücken auf kaskadierte Prozedurdeklarationen mit nur einer Regel zurückgeführt.
Beispielsweise wird die Deklaration
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Kaskadierte Prozeduren mit mehreren Regeln

Kaskadierte Prozedurdeklarationen mit mehreren Regeln 
werden auf Prozedurdeklarationen mit nur einer Regel 
zurückgeführt:

4.7 Strings 93

fun or false false = false

| or _ _ = true

val or : bool → bool → bool

auf die Deklaration

fun or x y = case (x,y)

of (false, false) => false

| ( _ , _ ) => true

zurückgeführt. Die Wahl der für die Ausführung eines Aufrufs zu verwendenden Regel
erfolgt also erst dann, wenn beide Argumente vorliegen (x und y). Wenn wir auch die
restlichen abgeleiteten Formen eliminieren, bekommen wir die Deklaration

fun or (x:bool) = fn (y:bool) =>

(fn (false , false ) => false

| (a:bool, b:bool) => true ) (x,y)

4.7 Strings
Unter einem String versteht man in der Programmierung eine Zeichenfolge. Stan-
dard ML hat spezielle Konstanten für Strings:

"Saarbrücken"

"Saarbrücken" : string

"4567899999999 is a large number"

"4567899999999 is a large number" : string

"true ist ein Boolescher Wert"

"true ist ein Boolescher Wert" : string

Die Konstante "" stellt den leeren String, dar.

Auch für Zeichen hat Standard ML einen eigenen Typ und eigene Konstanten:

#"M"

#"M" : char

[#"S", #"M", #"L"]

[#"S", #"M", #"L"] : char list

Die vordefinierten Prozeduren

val explode : string → char list

val implode : char list → string

konvertieren zwischen Strings und Zeichenlisten:
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Verknüpfung Startwert Liste

4.4 Faltung 83

4.4 Faltung

Faltung ist ein Rekursionsschema, das für Listen eine vergleichbar wichtige Rolle spielt
wie bestimmte Iteration für Zahlen. Faltung wird in Standard ML durch eine vordekla-
rierte Prozedur

foldl : (α∗β→β) →β→α list →β

realisiert. Der Ausdruck foldl f s beschreibt dabei eine Prozedur, die Listen gemäß einer
Verknüpfung f und einem Startwert s wie folgt faltet:

foldl f s [x1, x2, x3] = f (x3, f (x2, f (x1, s))) =

f

x3 f

x2 f

x1 s

Um ein konkreteres Beispiel zu haben, falten wir die Liste [x1, x2, x3] mit der Verknüp-
fung + und dem Startwert 0:

foldl op+ 0 [x1, x2, x3] = x3 + (x2 + (x1 +0)) =

+

x3 +

x2 +

x1 0

Diese Faltung summiert die Elemente der Liste. Also deklariert

fun sum xs = foldl op+ 0 xs

val sum : int list → int

eine Prozedur, die die Elemente ganzzahliger Listen summiert:

sum [4,3,6,2,8]

23 : int

Unser zweites Beispiel reversiert eine Liste durch Falten mit der Verknüpfung Cons und
dem Startwert nil:

foldl op:: nil [x1, x2, x3] = x3 ::(x2 ::(x1 ::nil)) =

::

x3 ::

x2 ::

x1 nil

Also liefert der Einzeiler

fun rev xs = foldl op:: nil xs

rev : α list → α list
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4.4 Faltung

Faltung ist ein Rekursionsschema, das für Listen eine vergleichbar wichtige Rolle spielt
wie bestimmte Iteration für Zahlen. Faltung wird in Standard ML durch eine vordekla-
rierte Prozedur

foldl : (α∗β→β) →β→α list →β

realisiert. Der Ausdruck foldl f s beschreibt dabei eine Prozedur, die Listen gemäß einer
Verknüpfung f und einem Startwert s wie folgt faltet:

foldl f s [x1, x2, x3] = f (x3, f (x2, f (x1, s))) =

f

x3 f

x2 f

x1 s

Um ein konkreteres Beispiel zu haben, falten wir die Liste [x1, x2, x3] mit der Verknüp-
fung + und dem Startwert 0:

foldl op+ 0 [x1, x2, x3] = x3 + (x2 + (x1 +0)) =

+

x3 +

x2 +

x1 0

Diese Faltung summiert die Elemente der Liste. Also deklariert

fun sum xs = foldl op+ 0 xs

val sum : int list → int

eine Prozedur, die die Elemente ganzzahliger Listen summiert:

sum [4,3,6,2,8]

23 : int

Unser zweites Beispiel reversiert eine Liste durch Falten mit der Verknüpfung Cons und
dem Startwert nil:

foldl op:: nil [x1, x2, x3] = x3 ::(x2 ::(x1 ::nil)) =

::

x3 ::

x2 ::

x1 nil

Also liefert der Einzeiler

fun rev xs = foldl op:: nil xs

rev : α list → α list
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4.4 Faltung

Faltung ist ein Rekursionsschema, das für Listen eine vergleichbar wichtige Rolle spielt
wie bestimmte Iteration für Zahlen. Faltung wird in Standard ML durch eine vordekla-
rierte Prozedur

foldl : (α∗β→β) →β→α list →β

realisiert. Der Ausdruck foldl f s beschreibt dabei eine Prozedur, die Listen gemäß einer
Verknüpfung f und einem Startwert s wie folgt faltet:

foldl f s [x1, x2, x3] = f (x3, f (x2, f (x1, s))) =

f

x3 f

x2 f

x1 s

Um ein konkreteres Beispiel zu haben, falten wir die Liste [x1, x2, x3] mit der Verknüp-
fung + und dem Startwert 0:

foldl op+ 0 [x1, x2, x3] = x3 + (x2 + (x1 +0)) =

+

x3 +

x2 +

x1 0

Diese Faltung summiert die Elemente der Liste. Also deklariert

fun sum xs = foldl op+ 0 xs

val sum : int list → int

eine Prozedur, die die Elemente ganzzahliger Listen summiert:

sum [4,3,6,2,8]

23 : int

Unser zweites Beispiel reversiert eine Liste durch Falten mit der Verknüpfung Cons und
dem Startwert nil:

foldl op:: nil [x1, x2, x3] = x3 ::(x2 ::(x1 ::nil)) =

::

x3 ::

x2 ::

x1 nil

Also liefert der Einzeiler

fun rev xs = foldl op:: nil xs

rev : α list → α list
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‣ Summe der Elemente einer ganzzahligen Liste:

4.4 Faltung 83

4.4 Faltung

Faltung ist ein Rekursionsschema, das für Listen eine vergleichbar wichtige Rolle spielt
wie bestimmte Iteration für Zahlen. Faltung wird in Standard ML durch eine vordekla-
rierte Prozedur

foldl : (α∗β→β) →β→α list →β

realisiert. Der Ausdruck foldl f s beschreibt dabei eine Prozedur, die Listen gemäß einer
Verknüpfung f und einem Startwert s wie folgt faltet:

foldl f s [x1, x2, x3] = f (x3, f (x2, f (x1, s))) =

f

x3 f

x2 f

x1 s

Um ein konkreteres Beispiel zu haben, falten wir die Liste [x1, x2, x3] mit der Verknüp-
fung + und dem Startwert 0:

foldl op+ 0 [x1, x2, x3] = x3 + (x2 + (x1 +0)) =

+

x3 +

x2 +

x1 0

Diese Faltung summiert die Elemente der Liste. Also deklariert

fun sum xs = foldl op+ 0 xs

val sum : int list → int

eine Prozedur, die die Elemente ganzzahliger Listen summiert:

sum [4,3,6,2,8]

23 : int

Unser zweites Beispiel reversiert eine Liste durch Falten mit der Verknüpfung Cons und
dem Startwert nil:

foldl op:: nil [x1, x2, x3] = x3 ::(x2 ::(x1 ::nil)) =

::

x3 ::

x2 ::

x1 nil

Also liefert der Einzeiler

fun rev xs = foldl op:: nil xs

rev : α list → α list
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4.4 Faltung

Faltung ist ein Rekursionsschema, das für Listen eine vergleichbar wichtige Rolle spielt
wie bestimmte Iteration für Zahlen. Faltung wird in Standard ML durch eine vordekla-
rierte Prozedur

foldl : (α∗β→β) →β→α list →β

realisiert. Der Ausdruck foldl f s beschreibt dabei eine Prozedur, die Listen gemäß einer
Verknüpfung f und einem Startwert s wie folgt faltet:

foldl f s [x1, x2, x3] = f (x3, f (x2, f (x1, s))) =

f

x3 f

x2 f

x1 s

Um ein konkreteres Beispiel zu haben, falten wir die Liste [x1, x2, x3] mit der Verknüp-
fung + und dem Startwert 0:

foldl op+ 0 [x1, x2, x3] = x3 + (x2 + (x1 +0)) =

+

x3 +

x2 +

x1 0

Diese Faltung summiert die Elemente der Liste. Also deklariert

fun sum xs = foldl op+ 0 xs

val sum : int list → int

eine Prozedur, die die Elemente ganzzahliger Listen summiert:

sum [4,3,6,2,8]

23 : int

Unser zweites Beispiel reversiert eine Liste durch Falten mit der Verknüpfung Cons und
dem Startwert nil:

foldl op:: nil [x1, x2, x3] = x3 ::(x2 ::(x1 ::nil)) =

::

x3 ::

x2 ::

x1 nil

Also liefert der Einzeiler

fun rev xs = foldl op:: nil xs

rev : α list → α list
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‣ Reversierung einer Liste:

Beispiele
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4.4 Faltung

Faltung ist ein Rekursionsschema, das für Listen eine vergleichbar wichtige Rolle spielt
wie bestimmte Iteration für Zahlen. Faltung wird in Standard ML durch eine vordekla-
rierte Prozedur

foldl : (α∗β→β) →β→α list →β

realisiert. Der Ausdruck foldl f s beschreibt dabei eine Prozedur, die Listen gemäß einer
Verknüpfung f und einem Startwert s wie folgt faltet:

foldl f s [x1, x2, x3] = f (x3, f (x2, f (x1, s))) =

f

x3 f

x2 f

x1 s

Um ein konkreteres Beispiel zu haben, falten wir die Liste [x1, x2, x3] mit der Verknüp-
fung + und dem Startwert 0:

foldl op+ 0 [x1, x2, x3] = x3 + (x2 + (x1 +0)) =

+

x3 +

x2 +

x1 0

Diese Faltung summiert die Elemente der Liste. Also deklariert

fun sum xs = foldl op+ 0 xs

val sum : int list → int

eine Prozedur, die die Elemente ganzzahliger Listen summiert:

sum [4,3,6,2,8]

23 : int

Unser zweites Beispiel reversiert eine Liste durch Falten mit der Verknüpfung Cons und
dem Startwert nil:

foldl op:: nil [x1, x2, x3] = x3 ::(x2 ::(x1 ::nil)) =

::

x3 ::

x2 ::

x1 nil

Also liefert der Einzeiler

fun rev xs = foldl op:: nil xs

rev : α list → α list
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4.4 Faltung

Faltung ist ein Rekursionsschema, das für Listen eine vergleichbar wichtige Rolle spielt
wie bestimmte Iteration für Zahlen. Faltung wird in Standard ML durch eine vordekla-
rierte Prozedur

foldl : (α∗β→β) →β→α list →β

realisiert. Der Ausdruck foldl f s beschreibt dabei eine Prozedur, die Listen gemäß einer
Verknüpfung f und einem Startwert s wie folgt faltet:

foldl f s [x1, x2, x3] = f (x3, f (x2, f (x1, s))) =

f

x3 f

x2 f

x1 s

Um ein konkreteres Beispiel zu haben, falten wir die Liste [x1, x2, x3] mit der Verknüp-
fung + und dem Startwert 0:

foldl op+ 0 [x1, x2, x3] = x3 + (x2 + (x1 +0)) =

+

x3 +

x2 +

x1 0

Diese Faltung summiert die Elemente der Liste. Also deklariert

fun sum xs = foldl op+ 0 xs

val sum : int list → int

eine Prozedur, die die Elemente ganzzahliger Listen summiert:

sum [4,3,6,2,8]

23 : int

Unser zweites Beispiel reversiert eine Liste durch Falten mit der Verknüpfung Cons und
dem Startwert nil:

foldl op:: nil [x1, x2, x3] = x3 ::(x2 ::(x1 ::nil)) =

::

x3 ::

x2 ::

x1 nil

Also liefert der Einzeiler

fun rev xs = foldl op:: nil xs

rev : α list → α list
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Foldl
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fun length xs = foldl (fn (x,n) => n+1) 0 xs

fun append (xs,ys) = foldr op:: ys xs

fun rev xs = foldl op:: nil xs

fun concat xs = foldr op@ nil xs

fun map f = foldr (fn (x,yr) => (f x)::yr) nil

fun filter f = foldr (fn (x,ys) => if f x then x::ys else ys) nil

Abbildung 4.2: Rückführung von Listenprozeduren auf Faltung

fun foldl f s nil = s

| foldl f s (x::xr) = foldl f (f(x,s)) xr

val foldl : (α * β→ β) → β→ α list → β

fun foldr f s nil = s

| foldr f s (x::xr) = f(x, foldr f s xr)

val foldr : (α * β→ β) → β→ α list → β

Wenn man zwischen foldl und foldr wählen kann, sollte man sich aus Effizienzgründen
für das endrekursive foldl entscheiden.

Aufgabe 4.8 (Produkt) Schreiben Sie mit foldl eine Prozedur prod : int list → int, die das
Produkt der Elemente einer Liste liefert. Für die leere Liste soll 1 geliefert werden.

Aufgabe 4.9 (Member) Schreiben Sie mithilfe von foldl eine polymorphe Prozedur
member : ′′a → ′′a list → bool, die testet, ob ein Wert als Element in einer Liste vorkommt.

Aufgabe 4.10 (Count) Schreiben Sie mithilfe von foldl eine polymorphe Prozedur
count : ′′a →′′a list → int, die zählt, wie oft ein Wert in einer Liste als Element vor-
kommt. Beispielsweise soll count 5 [2,5,3,5] = 2 gelten.

Aufgabe 4.11 (Dezimaldarstellung) Die Dezimaldarstellung einer natürlichen Zahl ist
die Liste ihrer Ziffern. Beispielsweise hat 7856 die Dezimaldarstellung [7,8,5,6].

a) Deklarieren Sie eine Prozedur dec : int → int list, die die Dezimaldarstellung einer
natürlichen Zahl liefert. Verwenden Sie div und mod.

b) Deklarieren Sie mithilfe von foldl eine Prozedur num : int list → int, die zu einer De-
zimaldarstellung die dargestellte Zahl liefert.

Aufgabe 4.12 Deklarieren Sie die Faltungsprozedur foldr mithilfe der Faltungsprozedur
foldl. Verwenden Sie dabei keine weitere rekursive Hilfsprozedur.
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4.4 Faltung

Faltung ist ein Rekursionsschema, das für Listen eine vergleichbar wichtige Rolle spielt
wie bestimmte Iteration für Zahlen. Faltung wird in Standard ML durch eine vordekla-
rierte Prozedur

foldl : (α∗β→β) →β→α list →β

realisiert. Der Ausdruck foldl f s beschreibt dabei eine Prozedur, die Listen gemäß einer
Verknüpfung f und einem Startwert s wie folgt faltet:

foldl f s [x1, x2, x3] = f (x3, f (x2, f (x1, s))) =

f

x3 f

x2 f

x1 s

Um ein konkreteres Beispiel zu haben, falten wir die Liste [x1, x2, x3] mit der Verknüp-
fung + und dem Startwert 0:

foldl op+ 0 [x1, x2, x3] = x3 + (x2 + (x1 +0)) =

+

x3 +

x2 +

x1 0

Diese Faltung summiert die Elemente der Liste. Also deklariert

fun sum xs = foldl op+ 0 xs

val sum : int list → int

eine Prozedur, die die Elemente ganzzahliger Listen summiert:

sum [4,3,6,2,8]

23 : int

Unser zweites Beispiel reversiert eine Liste durch Falten mit der Verknüpfung Cons und
dem Startwert nil:

foldl op:: nil [x1, x2, x3] = x3 ::(x2 ::(x1 ::nil)) =

::

x3 ::

x2 ::

x1 nil

Also liefert der Einzeiler

fun rev xs = foldl op:: nil xs

rev : α list → α list
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fun length xs = foldl (fn (x,n) => n+1) 0 xs

fun append (xs,ys) = foldr op:: ys xs

fun rev xs = foldl op:: nil xs

fun concat xs = foldr op@ nil xs

fun map f = foldr (fn (x,yr) => (f x)::yr) nil

fun filter f = foldr (fn (x,ys) => if f x then x::ys else ys) nil

Abbildung 4.2: Rückführung von Listenprozeduren auf Faltung

fun foldl f s nil = s

| foldl f s (x::xr) = foldl f (f(x,s)) xr

val foldl : (α * β→ β) → β→ α list → β

fun foldr f s nil = s

| foldr f s (x::xr) = f(x, foldr f s xr)

val foldr : (α * β→ β) → β→ α list → β

Wenn man zwischen foldl und foldr wählen kann, sollte man sich aus Effizienzgründen
für das endrekursive foldl entscheiden.

Aufgabe 4.8 (Produkt) Schreiben Sie mit foldl eine Prozedur prod : int list → int, die das
Produkt der Elemente einer Liste liefert. Für die leere Liste soll 1 geliefert werden.

Aufgabe 4.9 (Member) Schreiben Sie mithilfe von foldl eine polymorphe Prozedur
member : ′′a → ′′a list → bool, die testet, ob ein Wert als Element in einer Liste vorkommt.

Aufgabe 4.10 (Count) Schreiben Sie mithilfe von foldl eine polymorphe Prozedur
count : ′′a →′′a list → int, die zählt, wie oft ein Wert in einer Liste als Element vor-
kommt. Beispielsweise soll count 5 [2,5,3,5] = 2 gelten.

Aufgabe 4.11 (Dezimaldarstellung) Die Dezimaldarstellung einer natürlichen Zahl ist
die Liste ihrer Ziffern. Beispielsweise hat 7856 die Dezimaldarstellung [7,8,5,6].

a) Deklarieren Sie eine Prozedur dec : int → int list, die die Dezimaldarstellung einer
natürlichen Zahl liefert. Verwenden Sie div und mod.

b) Deklarieren Sie mithilfe von foldl eine Prozedur num : int list → int, die zu einer De-
zimaldarstellung die dargestellte Zahl liefert.

Aufgabe 4.12 Deklarieren Sie die Faltungsprozedur foldr mithilfe der Faltungsprozedur
foldl. Verwenden Sie dabei keine weitere rekursive Hilfsprozedur.
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foldl op+ 0 [1,4,6]   
         = foldl op+ 0 (1::[4,6])  
         = foldl op+ (op+(1,0)) [4,6]  
         = foldl op+ 1 (4::[6])  
         = foldl op+ (op+(4,1)) [6]  
         = foldl op+ 5 (6::nil)  
         = foldl op+ (op+(6,5)) nil  
         = foldl op+ 11 nil  
         = 11
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fun length xs = foldl (fn (x,n) => n+1) 0 xs

fun append (xs,ys) = foldr op:: ys xs

fun rev xs = foldl op:: nil xs

fun concat xs = foldr op@ nil xs

fun map f = foldr (fn (x,yr) => (f x)::yr) nil

fun filter f = foldr (fn (x,ys) => if f x then x::ys else ys) nil

Abbildung 4.2: Rückführung von Listenprozeduren auf Faltung

fun foldl f s nil = s

| foldl f s (x::xr) = foldl f (f(x,s)) xr

val foldl : (α * β→ β) → β→ α list → β

fun foldr f s nil = s

| foldr f s (x::xr) = f(x, foldr f s xr)

val foldr : (α * β→ β) → β→ α list → β

Wenn man zwischen foldl und foldr wählen kann, sollte man sich aus Effizienzgründen
für das endrekursive foldl entscheiden.

Aufgabe 4.8 (Produkt) Schreiben Sie mit foldl eine Prozedur prod : int list → int, die das
Produkt der Elemente einer Liste liefert. Für die leere Liste soll 1 geliefert werden.

Aufgabe 4.9 (Member) Schreiben Sie mithilfe von foldl eine polymorphe Prozedur
member : ′′a → ′′a list → bool, die testet, ob ein Wert als Element in einer Liste vorkommt.

Aufgabe 4.10 (Count) Schreiben Sie mithilfe von foldl eine polymorphe Prozedur
count : ′′a →′′a list → int, die zählt, wie oft ein Wert in einer Liste als Element vor-
kommt. Beispielsweise soll count 5 [2,5,3,5] = 2 gelten.

Aufgabe 4.11 (Dezimaldarstellung) Die Dezimaldarstellung einer natürlichen Zahl ist
die Liste ihrer Ziffern. Beispielsweise hat 7856 die Dezimaldarstellung [7,8,5,6].

a) Deklarieren Sie eine Prozedur dec : int → int list, die die Dezimaldarstellung einer
natürlichen Zahl liefert. Verwenden Sie div und mod.

b) Deklarieren Sie mithilfe von foldl eine Prozedur num : int list → int, die zu einer De-
zimaldarstellung die dargestellte Zahl liefert.

Aufgabe 4.12 Deklarieren Sie die Faltungsprozedur foldr mithilfe der Faltungsprozedur
foldl. Verwenden Sie dabei keine weitere rekursive Hilfsprozedur.
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foldl op:: nil [1,4,6]   
         = foldl op:: nil (1::[4,6])  
         = foldl op:: (op::(1,nil)) [4,6]  
         = foldl op:: [1] (4::[6])  
         = foldl op:: (op::(4,[1])) [6]  
         = foldl op:: [4,1] (6::nil)  
         = foldl op:: (op::(6,[4,1])) nil  
         = foldl op:: [6,4,1] nil  
         = [6,4,1]
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Beispiele
‣ Reversierung:                         

‣ Länge:

4.2 Append, Rev, Concat und Tabulate 79

fun length nil = 0

| length (x::xr) = 1 + length xr

length : α list → int

length [1,1,1,1]

4 : int

Wir sprechen von einer regelbasierten Prozedur mit zwei Regeln. Normale Prozeduren
kann man als regelbasierte Prozeduren mit nur einer Regel auffassen.

4.2 Append, Rev, Concat und Tabulate
Wir zeigen jetzt anhand weiterer Beispiele, wie man mit Listen und regelbasierten Pro-
zeduren programmiert.

Append

Die Konkatenation zweier Listen können wir gemäß der Gleichungen

nil @ys = ys

(x ::xr)@ys = x ::(xr @ys)

bestimmen. Die durch die zweite Gleichung eingeführte Rekursion terminiert, da die
Länge der linken Liste jeweils um eins reduziert wird. Die Umsetzung der Gleichungen
in eine regelbasierte Prozedurdeklaration ist einfach:

fun append (nil, ys) = ys

| append (x::xr, ys) = x::append(xr,ys)

val append : α list * α list → α list

append([2,3], [6,7,8])

[2, 3, 6, 7, 8] : int list

Interpreter realisieren den Konkatenationsoperator @ übrigens mit einer append ent-
sprechenden rekursiven Prozedur.

Rev

Die Prozedur

fun rev nil = nil

| rev (x::xr) = rev xr @ [x]

val rev : α list → α list

reversiert eine Liste durch Umkehrung der Elementreihenfolge:

rev [1, 2, 3, 4]

[4, 3, 2, 1] : int list

Die Rekursion terminiert, da die Länge der Liste jeweils um eins reduziert wird.
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4.4 Faltung

Faltung ist ein Rekursionsschema, das für Listen eine vergleichbar wichtige Rolle spielt
wie bestimmte Iteration für Zahlen. Faltung wird in Standard ML durch eine vordekla-
rierte Prozedur

foldl : (α∗β→β) →β→α list →β

realisiert. Der Ausdruck foldl f s beschreibt dabei eine Prozedur, die Listen gemäß einer
Verknüpfung f und einem Startwert s wie folgt faltet:

foldl f s [x1, x2, x3] = f (x3, f (x2, f (x1, s))) =

f

x3 f

x2 f

x1 s

Um ein konkreteres Beispiel zu haben, falten wir die Liste [x1, x2, x3] mit der Verknüp-
fung + und dem Startwert 0:

foldl op+ 0 [x1, x2, x3] = x3 + (x2 + (x1 +0)) =

+

x3 +

x2 +

x1 0

Diese Faltung summiert die Elemente der Liste. Also deklariert

fun sum xs = foldl op+ 0 xs

val sum : int list → int

eine Prozedur, die die Elemente ganzzahliger Listen summiert:

sum [4,3,6,2,8]

23 : int

Unser zweites Beispiel reversiert eine Liste durch Falten mit der Verknüpfung Cons und
dem Startwert nil:

foldl op:: nil [x1, x2, x3] = x3 ::(x2 ::(x1 ::nil)) =

::

x3 ::

x2 ::

x1 nil

Also liefert der Einzeiler

fun rev xs = foldl op:: nil xs

rev : α list → α list
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fun length nil = 0

| length (x::xr) = 1 + length xr

length : α list → int

length [1,1,1,1]

4 : int

Wir sprechen von einer regelbasierten Prozedur mit zwei Regeln. Normale Prozeduren
kann man als regelbasierte Prozeduren mit nur einer Regel auffassen.

4.2 Append, Rev, Concat und Tabulate
Wir zeigen jetzt anhand weiterer Beispiele, wie man mit Listen und regelbasierten Pro-
zeduren programmiert.

Append

Die Konkatenation zweier Listen können wir gemäß der Gleichungen

nil @ys = ys

(x ::xr)@ys = x ::(xr @ys)

bestimmen. Die durch die zweite Gleichung eingeführte Rekursion terminiert, da die
Länge der linken Liste jeweils um eins reduziert wird. Die Umsetzung der Gleichungen
in eine regelbasierte Prozedurdeklaration ist einfach:

fun append (nil, ys) = ys

| append (x::xr, ys) = x::append(xr,ys)

val append : α list * α list → α list

append([2,3], [6,7,8])

[2, 3, 6, 7, 8] : int list

Interpreter realisieren den Konkatenationsoperator @ übrigens mit einer append ent-
sprechenden rekursiven Prozedur.

Rev

Die Prozedur

fun rev nil = nil

| rev (x::xr) = rev xr @ [x]

val rev : α list → α list

reversiert eine Liste durch Umkehrung der Elementreihenfolge:

rev [1, 2, 3, 4]

[4, 3, 2, 1] : int list

Die Rekursion terminiert, da die Länge der Liste jeweils um eins reduziert wird.
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fun length xs = foldl (fn (x,n) => n+1) 0 xs

fun append (xs,ys) = foldr op:: ys xs

fun rev xs = foldl op:: nil xs

fun concat xs = foldr op@ nil xs

fun map f = foldr (fn (x,yr) => (f x)::yr) nil

fun filter f = foldr (fn (x,ys) => if f x then x::ys else ys) nil

Abbildung 4.2: Rückführung von Listenprozeduren auf Faltung

fun foldl f s nil = s

| foldl f s (x::xr) = foldl f (f(x,s)) xr

val foldl : (α * β→ β) → β→ α list → β

fun foldr f s nil = s

| foldr f s (x::xr) = f(x, foldr f s xr)

val foldr : (α * β→ β) → β→ α list → β

Wenn man zwischen foldl und foldr wählen kann, sollte man sich aus Effizienzgründen
für das endrekursive foldl entscheiden.

Aufgabe 4.8 (Produkt) Schreiben Sie mit foldl eine Prozedur prod : int list → int, die das
Produkt der Elemente einer Liste liefert. Für die leere Liste soll 1 geliefert werden.

Aufgabe 4.9 (Member) Schreiben Sie mithilfe von foldl eine polymorphe Prozedur
member : ′′a → ′′a list → bool, die testet, ob ein Wert als Element in einer Liste vorkommt.

Aufgabe 4.10 (Count) Schreiben Sie mithilfe von foldl eine polymorphe Prozedur
count : ′′a →′′a list → int, die zählt, wie oft ein Wert in einer Liste als Element vor-
kommt. Beispielsweise soll count 5 [2,5,3,5] = 2 gelten.

Aufgabe 4.11 (Dezimaldarstellung) Die Dezimaldarstellung einer natürlichen Zahl ist
die Liste ihrer Ziffern. Beispielsweise hat 7856 die Dezimaldarstellung [7,8,5,6].

a) Deklarieren Sie eine Prozedur dec : int → int list, die die Dezimaldarstellung einer
natürlichen Zahl liefert. Verwenden Sie div und mod.

b) Deklarieren Sie mithilfe von foldl eine Prozedur num : int list → int, die zu einer De-
zimaldarstellung die dargestellte Zahl liefert.

Aufgabe 4.12 Deklarieren Sie die Faltungsprozedur foldr mithilfe der Faltungsprozedur
foldl. Verwenden Sie dabei keine weitere rekursive Hilfsprozedur.
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Beispiele
‣ Exists:                         

‣ All:

82 4 Listen und Strings

Filter

Die Prozedur

fun filter f nil = nil

| filter f (x::xr) = if f x then x :: filter f xr

else filter f xr

val filter : (α→ bool) → α list → α list

liefert zu einer Liste die Liste der Elemente, für die eine gegebene Prozedur true liefert:

filter (fn x => x<0) [0, ~1, 2, ~3, ~4]

[~1, ~3, ~4] : int list

filter (fn x => x>=0) [0, ~1, 2, ~3, ~4]

[0, 2] : int list

Exists und All

Die Prozedur

fun exists f nil = false

| exists f (x::xr) = f x orelse exists f xr

exists : (α→ bool) → α list → bool

testet, ob eine gegebene Prozedur für mindestens ein Element einer Liste true liefert:

exists (fn x => x<0) [1, 2, 3]

false : bool

exists (fn x => x<0) [1, ~2, 3]

true : bool

Die Prozedur

fun all f nil = true

| all f (x::xr) = f x andalso all f xr

all : (α→ bool) → α list → bool

testet, ob eine gegebene Prozedur für alle Elemente einer Liste true liefert:

all (fn x => x>0) [1, 2, 3]

true : bool

all (fn x => x>0) [1, ~2, 3]

false : bool

Aufgabe 4.7 (Member) Schreiben Sie mithilfe von List.exists eine Prozedur
member : ′′a →′′a list → bool, die testet, ob ein Wert als Element in einer Liste vor-
kommt.
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Filter

Die Prozedur

fun filter f nil = nil

| filter f (x::xr) = if f x then x :: filter f xr

else filter f xr

val filter : (α→ bool) → α list → α list

liefert zu einer Liste die Liste der Elemente, für die eine gegebene Prozedur true liefert:

filter (fn x => x<0) [0, ~1, 2, ~3, ~4]

[~1, ~3, ~4] : int list

filter (fn x => x>=0) [0, ~1, 2, ~3, ~4]

[0, 2] : int list

Exists und All

Die Prozedur

fun exists f nil = false

| exists f (x::xr) = f x orelse exists f xr

exists : (α→ bool) → α list → bool

testet, ob eine gegebene Prozedur für mindestens ein Element einer Liste true liefert:

exists (fn x => x<0) [1, 2, 3]

false : bool

exists (fn x => x<0) [1, ~2, 3]

true : bool

Die Prozedur

fun all f nil = true

| all f (x::xr) = f x andalso all f xr

all : (α→ bool) → α list → bool

testet, ob eine gegebene Prozedur für alle Elemente einer Liste true liefert:

all (fn x => x>0) [1, 2, 3]

true : bool

all (fn x => x>0) [1, ~2, 3]

false : bool

Aufgabe 4.7 (Member) Schreiben Sie mithilfe von List.exists eine Prozedur
member : ′′a →′′a list → bool, die testet, ob ein Wert als Element in einer Liste vor-
kommt.
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fun all p = foldl (fn (x,b) => b andalso p x) true

fun exists p = foldl (fn (x,b) => b orelse p x) false
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Konkatenation?

‣ Append:                         

4.5 Hd, Tl, Null, Nth und das Werfen von Ausnahmen 87

fun hd nil = raise Empty

| hd (x::xr) = x

val hd : α list → α

fun tl nil = raise Empty

| tl (x::xr) = xr

val tl : α list → α list

Das Werfen der Ausnahme Empty bei der Anwendung auf die leere Liste erfolgt mit dem
Ausdruck raise Empty. Da dieser Ausdruck keinen Wert liefert, kann er jeden Typ an-
nehmen. Wenn bei der Ausführung eines Programms eine Ausnahme geworfen wird,
bricht der Interpreter die Ausführung des Programms mit einer entsprechenden Fehler-
meldung ab. Später werden wir ein Sprachkonstrukt kennenlernen, mit dem geworfene
Ausnahmen gefangen werden können.

Test auf die leere Liste

Die vordeklarierte Prozedur

fun null nil = true

| null (x::xr) = false

val null : α list → bool

testet, ob eine Liste leer ist.

Mithilfe der Prozeduren hd, tl und null können wir Listenprozeduren auch ohne die
Verwendung von mehreren Regeln deklarieren. Wir zeigen das am Beispiel von append:

fun append (xs,ys) = if null xs then ys

else hd xs :: append(tl xs, ys)

val append : α list * α list → α list

Auf den ersten Blick scheint es, dass man statt null xs auch xs = nil schreiben kann. Das
ist aber keineswegs der Fall, da xs = nil im Gegensatz zu null xs nur dann zulässig ist,
wenn der Elementtyp von xs ein Typ mit Gleichheit ist (siehe § 3.7). Folglich liefert die
Deklaration

fun append (xs,ys) = if xs=nil then ys

else hd xs :: append(tl xs, ys)

val append : ’’a list * ’’a list → ’’a list

eine Prozedur mit einem auf Gleichheitstypen eingeschränkten Typschema.

Positionen und Nth

Beim Programmieren ist es üblich, die Positionen einer nichtleeren Liste mit null be-
ginnend durchzunummerieren: [x0, . . . , xm]. Eine Liste der Länge n hat dann die Positio-
nen 0 bis n −1. Unter dem n-ten Element einer Liste versteht man dementsprechend
das Element an der Position n.
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foldl op:: [3,4] [1,2]   
         = foldl op:: [3,4] (1::[2])  
         = foldl op:: (op::(1,[3,4])) [2]  
         = foldl op:: [1,3,4] (2::nil)  
         = foldl op:: [2,1,3,4] nil  
         = [2,1,3,4]

216.73.216.41



www.prog1.saarland

216.73.216.41


