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Sortieren durch Einfügen

Beispiel:

100 5 Sortieren

fun insert (x, nil) = [x]

| insert (x, y::yr) = if x<=y then x::y::yr else y::insert(x,yr)

val insert : int * int list → int list

fun isort xs = foldl insert nil xs

val isort : int list → int list

Abbildung 5.1: Sortieren durch Einfügen

Die Prozedur für die Einfügeoperation insert ergibt sich aus den folgenden Gleichungen:

insert(x, []) = [x]

insert(x, y ::yr) = x :: y ::yr für x ≤ y

insert(x, y ::yr) = y ::insert(x,yr) für x > y

Abbildung 5.1 zeigt zwei Prozeduren, die die Einfügeoperation und den Sortieralgorith-
mus realisieren.

Die Essenz von Sortieren durch Einfügen kann durch die folgende Gleichung formuliert
werden:

sort (x ::xr) = insert(x, sort xr)

Wir unterscheiden zwischen aufsteigender und absteigender Sortierung. Bisher haben
wir aufsteigende Sortierung betrachtet. Eine Liste [x1, . . . , xn ] über int heißt absteigend
sortiert, wenn sie ihre Elemente in absteigender Ordnung enthält: x1 ≥ · · · ≥ xn . Wenn
wir im Folgenden den Begriff der Sortierung nicht weiter qualifizieren, meinen wir stets
aufsteigende Sortierung.

Aufgabe 5.1 Schreiben Sie eine Prozedur isort′, die eine Liste in absteigender Ordnung
sortiert.

Aufgabe 5.2 Schreiben Sie eine Prozedur sorted : int list → bool, die testet, ob eine Liste
aufsteigend sortiert ist. Verwenden Sie dabei keine Hilfsprozedur.

Aufgabe 5.3 Schreiben Sie eine Prozedur perm : int list → int list → bool, die testet, ob
zwei Listen bis auf die Anordnung ihrer Elemente gleich sind. Verwenden Sie dabei die
Prozedur isort und die Tatsache, dass int list ein Typ mit Gleichheit ist.

Aufgabe 5.4 Schreiben Sie eine Prozedur issort : int list → int list, die eine Liste sor-
tiert und dabei Mehrfachauftreten von Elementen eliminiert. Beispielsweise soll für
[3,1,3,1,0] die Liste [0,1,3] geliefert werden.

Aufgabe 5.5 Beim Einfügen eines Elements in eine sortierte Liste kann es sein, dass
insert das neue Element gleich an den Anfang der sortierten Liste setzen kann. Kön-
nen Sie charakterisieren, unter welchen Umständen das der Fall ist? Wie muss eine Liste
sortiert sein, damit jeder Einfügeschritt von isort diese Eigenschaft hat?
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5 Sortieren

In diesem Kapitel geht es in erster Linie um Algorithmen, die Listen durch Umordnen
ihrer Elemente sortieren. Wir realisieren diese Algorithmen durch polymorphe Prozedu-
ren, die zu einer Vergleichsprozedur für α eine Sortierprozedur für Listen über α liefern.
Außerdem beschäftigen wir uns mit der Darstellung von Mengen durch strikt sortierte
Listen und entwickeln einen Algorithmus für die Primzerlegung natürlicher Zahlen.

5.1 Sortieren durch Einfügen
Eine Liste [x1, . . . , xn] über int heißt sortiert, wenn sie ihre Elemente in aufsteigender
Ordnung enthält: x1 ≤ · · · ≤ xn . Jede Liste kann durch Umordnung ihrer Elemente in
eine sortierte Liste überführt werden, die eindeutig bestimmt ist. Die zu einer Liste xs
gehörige sortierte Liste heißt Sortierung von xs und wird mit sort xs bezeichnet. Hier
sind Beispiele:

sort [] = []

sort [x] = [x]

sort [3,4,1,4,2,3] = [1,2,3,3,4,4]

Eine Liste zu sortieren bedeutet, die Anordnung der Elemente so zu verändern, dass die
Elemente in aufsteigender Ordnung erscheinen. Zwei Listen sind genau dann bis auf die
Anordnung ihrer Elemente gleich, wenn sie die gleiche Sortierung haben.

Es gibt verschiedene Sortieralgorithmen. Im Folgenden beschreiben wir einen Algorith-
mus, der als Sortieren durch Einfügen bezeichnet wird.

Sortieren durch Einfügen beruht auf einer Operation insert, die einen Wert so in eine
sortierte Liste einfügt, dass sich wieder eine sortierte Liste ergibt:

insert(3, [0,1,2,3,4,5]) = [0,1,2,3,3,4,5]

Eine Liste wird nun dadurch sortiert, dass ihre Elemente schrittweise in die sortierten
Listen eingefügt werden, die sich ausgehend von der leeren Liste ergeben:

sort [x1, x2, x3] =

insert

x3 insert

x2 insert

x1 []

= foldl insert [] [x1, x2, x3]
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isort [1,3,1] = foldl insert nil [1,3,1]  
              = foldl insert (insert(1,nil)) [3,1]  

                          = foldl insert [1] [3,1]  

              = foldl insert (insert(3,[1])) [1]  

              = foldl insert [1,3] [1]  

              = foldl insert (insert(1,[1,3])) nil  

              = foldl insert [1,1,3] nil = [1,1,3] 
Vorlesung 8
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Sortieren durch Mischen (Mergesort)

‣ Idee:  
Drei Schritte: 
1. Split: Teile die Liste in zwei etwa gleich große Teile 
2. Sort: Sortiere die Teile 
3. Merge: Sortiere beim Zusammenfügen 

‣ Beispiel:   sort [2,8,5,3]

‣ split [2,8,5,3] = ([5,2], [3,8])
‣ sort [5,2] = [2,5]
‣ sort [3,8] = [3,8]
‣ merge([2,5], [3,8]) = [2,3,5,8]

Vorlesung 8
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Split: Teile in zwei etwa gleich große Listen

split [2,8,5,3]  
      = foldl f (nil,nil) [2,8,5,3]  
      = foldl f (f(2, (nil,nil))) [8,5,3]  
                  = foldl f (nil,[2]) [8,5,3]  
                  = foldl f (f(8,(nil,[2]))) [5,3]  
                  = foldl f ([2], [8]) [5,3]  
                  = foldl f (f(5, ([2], [8]))) [3]  
                  = foldl f ([8], [5,2]) [3]  
                  = foldl f (f(3, ([8], [5,2]))) nil  
                  = foldl f ([5,2], [3,8]))) nil  
      = ([5,2],[3,8])  
 

Abkürzung: f = (fn (x,(ys,zs)) => (zs, x::ys))

104 5 Sortieren

fun split xs = foldl (fn (x, (ys,zs)) => (zs, x::ys))

(nil, nil) xs

val split : α list → α list * α list

fun merge (nil , ys ) = ys

| merge (xs , nil ) = xs

| merge (x::xr, y::yr) = if x<=y then x::merge(xr,y::yr)

else y::merge(x::xr,yr)

val merge : int list * int list → int list

fun msort [] = []

| msort [x] = [x]

| msort xs = let val (ys,zs) = split xs

in merge(msort ys, msort zs) end

val msort : int list → int list

Abbildung 5.4: Sortieren durch Mischen

1. Zerlege die Liste in zwei etwa gleich große Teillisten.

2. Sortiere die beiden Teillisten durch Rekursion.

3. Kombiniere die sortierten Teillisten mit merge in eine sortierte Liste.

Abbildung 5.4 formuliert eine Prozedur msort, die Listen durch Mischen sortiert. Die
Prozedur split ist für das Zerlegen einer Liste in zwei Teillisten zuständig. Sie beginnt
mit zwei leeren Listen und fügt die Elemente der zu zerlegenden Liste alternierend in
diese ein. Die Alternierung ergibt sich dadurch, dass die Teillisten bei jeder Einfügung
vertauscht werden.

Die der Prozedur msort zugrunde liegende Rekursion unterscheidet sich von den bisher
gesehenen Rekursionen dadurch, dass im Rekursionsfall statt einem zwei rekursive Auf-
rufe zu erledigen sind: merge(msort ys, msort zs). Man spricht von binärer (zwei rekursi-
ve Aufrufe) und linearer Rekursion (ein rekursiver Aufruf). Bei binärer Rekursion ist die
Hierarchie der für die Ausführung eines Aufrufs insgesamt erforderlichen Aufrufe nicht
mehr linear, sondern baumartig. Die Darstellung dieser Hierarchie wird als Rekursions-
baum bezeichnet. Hier ist der Rekursionsbaum für den Aufruf msort [5,6,6,4,3,2,1]:

msort [5,6,6,4,3,2,1]

msort [2,4,6]

msort [4] msort [6,2]

msort [6] msort [2]

msort [1,3,6,5]

msort [6,1]

msort [6] msort [1]

msort [5,3]

msort [5] msort [3]

Die Rekursion von msort terminiert, da die von split gelieferten Teillisten kürzer als die
Ausgangslisten sind. Für die gute Laufzeit von msort ist es wesentlich, dass die von split
gelieferten Teillisten jeweils nur halb so groß wie die Vorgängerlisten sind.
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Merge: Sortiere beim Zusammenführen

merge ([2,5],[3,8])  
      = 2::merge([5],[3,8]) 
                  = 2::3::merge([5],[8]) 
                  = 2::3::5::merge(nil,[8])  
                  = 2::3::5::[8]  
                  = [2,3,5,8]

104 5 Sortieren

fun split xs = foldl (fn (x, (ys,zs)) => (zs, x::ys))

(nil, nil) xs

val split : α list → α list * α list

fun merge (nil , ys ) = ys

| merge (xs , nil ) = xs

| merge (x::xr, y::yr) = if x<=y then x::merge(xr,y::yr)

else y::merge(x::xr,yr)

val merge : int list * int list → int list

fun msort [] = []

| msort [x] = [x]

| msort xs = let val (ys,zs) = split xs

in merge(msort ys, msort zs) end

val msort : int list → int list

Abbildung 5.4: Sortieren durch Mischen

1. Zerlege die Liste in zwei etwa gleich große Teillisten.

2. Sortiere die beiden Teillisten durch Rekursion.

3. Kombiniere die sortierten Teillisten mit merge in eine sortierte Liste.

Abbildung 5.4 formuliert eine Prozedur msort, die Listen durch Mischen sortiert. Die
Prozedur split ist für das Zerlegen einer Liste in zwei Teillisten zuständig. Sie beginnt
mit zwei leeren Listen und fügt die Elemente der zu zerlegenden Liste alternierend in
diese ein. Die Alternierung ergibt sich dadurch, dass die Teillisten bei jeder Einfügung
vertauscht werden.

Die der Prozedur msort zugrunde liegende Rekursion unterscheidet sich von den bisher
gesehenen Rekursionen dadurch, dass im Rekursionsfall statt einem zwei rekursive Auf-
rufe zu erledigen sind: merge(msort ys, msort zs). Man spricht von binärer (zwei rekursi-
ve Aufrufe) und linearer Rekursion (ein rekursiver Aufruf). Bei binärer Rekursion ist die
Hierarchie der für die Ausführung eines Aufrufs insgesamt erforderlichen Aufrufe nicht
mehr linear, sondern baumartig. Die Darstellung dieser Hierarchie wird als Rekursions-
baum bezeichnet. Hier ist der Rekursionsbaum für den Aufruf msort [5,6,6,4,3,2,1]:

msort [5,6,6,4,3,2,1]

msort [2,4,6]

msort [4] msort [6,2]

msort [6] msort [2]

msort [1,3,6,5]

msort [6,1]

msort [6] msort [1]

msort [5,3]

msort [5] msort [3]

Die Rekursion von msort terminiert, da die von split gelieferten Teillisten kürzer als die
Ausgangslisten sind. Für die gute Laufzeit von msort ist es wesentlich, dass die von split
gelieferten Teillisten jeweils nur halb so groß wie die Vorgängerlisten sind.
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Frage

Was ist das Ergebnis von merge([1,3], [3,2])?    
     

‣ [1,2,3]
‣ [1,2,3,3]
‣ [l,3,3,2]
‣ [2,3,3,1]

✓

╳

╳

╳

104 5 Sortieren

fun split xs = foldl (fn (x, (ys,zs)) => (zs, x::ys))

(nil, nil) xs

val split : α list → α list * α list

fun merge (nil , ys ) = ys

| merge (xs , nil ) = xs

| merge (x::xr, y::yr) = if x<=y then x::merge(xr,y::yr)

else y::merge(x::xr,yr)

val merge : int list * int list → int list

fun msort [] = []

| msort [x] = [x]

| msort xs = let val (ys,zs) = split xs

in merge(msort ys, msort zs) end

val msort : int list → int list

Abbildung 5.4: Sortieren durch Mischen

1. Zerlege die Liste in zwei etwa gleich große Teillisten.

2. Sortiere die beiden Teillisten durch Rekursion.

3. Kombiniere die sortierten Teillisten mit merge in eine sortierte Liste.

Abbildung 5.4 formuliert eine Prozedur msort, die Listen durch Mischen sortiert. Die
Prozedur split ist für das Zerlegen einer Liste in zwei Teillisten zuständig. Sie beginnt
mit zwei leeren Listen und fügt die Elemente der zu zerlegenden Liste alternierend in
diese ein. Die Alternierung ergibt sich dadurch, dass die Teillisten bei jeder Einfügung
vertauscht werden.

Die der Prozedur msort zugrunde liegende Rekursion unterscheidet sich von den bisher
gesehenen Rekursionen dadurch, dass im Rekursionsfall statt einem zwei rekursive Auf-
rufe zu erledigen sind: merge(msort ys, msort zs). Man spricht von binärer (zwei rekursi-
ve Aufrufe) und linearer Rekursion (ein rekursiver Aufruf). Bei binärer Rekursion ist die
Hierarchie der für die Ausführung eines Aufrufs insgesamt erforderlichen Aufrufe nicht
mehr linear, sondern baumartig. Die Darstellung dieser Hierarchie wird als Rekursions-
baum bezeichnet. Hier ist der Rekursionsbaum für den Aufruf msort [5,6,6,4,3,2,1]:

msort [5,6,6,4,3,2,1]

msort [2,4,6]

msort [4] msort [6,2]

msort [6] msort [2]

msort [1,3,6,5]

msort [6,1]

msort [6] msort [1]

msort [5,3]

msort [5] msort [3]

Die Rekursion von msort terminiert, da die von split gelieferten Teillisten kürzer als die
Ausgangslisten sind. Für die gute Laufzeit von msort ist es wesentlich, dass die von split
gelieferten Teillisten jeweils nur halb so groß wie die Vorgängerlisten sind.
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Sortieren durch Mischen (Mergesort)

msort ([2,8,5,3])  
= merge(msort [5,2], msort [3,8])  
= merge(merge(msort [5], msort [2]), msort [3,8])  
= merge(merge([5],[2]), msort [3,8])  
= merge([2,5], merge(msort [3],msort [8])) 
= merge([2,5], merge([3],[8]))  
= merge([2,5],[3,8]) 
= [2,3,5,8]

104 5 Sortieren

fun split xs = foldl (fn (x, (ys,zs)) => (zs, x::ys))

(nil, nil) xs

val split : α list → α list * α list

fun merge (nil , ys ) = ys

| merge (xs , nil ) = xs

| merge (x::xr, y::yr) = if x<=y then x::merge(xr,y::yr)

else y::merge(x::xr,yr)

val merge : int list * int list → int list

fun msort [] = []

| msort [x] = [x]

| msort xs = let val (ys,zs) = split xs

in merge(msort ys, msort zs) end

val msort : int list → int list

Abbildung 5.4: Sortieren durch Mischen

1. Zerlege die Liste in zwei etwa gleich große Teillisten.

2. Sortiere die beiden Teillisten durch Rekursion.

3. Kombiniere die sortierten Teillisten mit merge in eine sortierte Liste.

Abbildung 5.4 formuliert eine Prozedur msort, die Listen durch Mischen sortiert. Die
Prozedur split ist für das Zerlegen einer Liste in zwei Teillisten zuständig. Sie beginnt
mit zwei leeren Listen und fügt die Elemente der zu zerlegenden Liste alternierend in
diese ein. Die Alternierung ergibt sich dadurch, dass die Teillisten bei jeder Einfügung
vertauscht werden.

Die der Prozedur msort zugrunde liegende Rekursion unterscheidet sich von den bisher
gesehenen Rekursionen dadurch, dass im Rekursionsfall statt einem zwei rekursive Auf-
rufe zu erledigen sind: merge(msort ys, msort zs). Man spricht von binärer (zwei rekursi-
ve Aufrufe) und linearer Rekursion (ein rekursiver Aufruf). Bei binärer Rekursion ist die
Hierarchie der für die Ausführung eines Aufrufs insgesamt erforderlichen Aufrufe nicht
mehr linear, sondern baumartig. Die Darstellung dieser Hierarchie wird als Rekursions-
baum bezeichnet. Hier ist der Rekursionsbaum für den Aufruf msort [5,6,6,4,3,2,1]:

msort [5,6,6,4,3,2,1]

msort [2,4,6]

msort [4] msort [6,2]

msort [6] msort [2]

msort [1,3,6,5]

msort [6,1]

msort [6] msort [1]

msort [5,3]

msort [5] msort [3]

Die Rekursion von msort terminiert, da die von split gelieferten Teillisten kürzer als die
Ausgangslisten sind. Für die gute Laufzeit von msort ist es wesentlich, dass die von split
gelieferten Teillisten jeweils nur halb so groß wie die Vorgängerlisten sind.
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Rekursionsbaum

104 5 Sortieren

fun split xs = foldl (fn (x, (ys,zs)) => (zs, x::ys))

(nil, nil) xs

val split : α list → α list * α list

fun merge (nil , ys ) = ys

| merge (xs , nil ) = xs

| merge (x::xr, y::yr) = if x<=y then x::merge(xr,y::yr)

else y::merge(x::xr,yr)

val merge : int list * int list → int list

fun msort [] = []

| msort [x] = [x]

| msort xs = let val (ys,zs) = split xs

in merge(msort ys, msort zs) end

val msort : int list → int list

Abbildung 5.4: Sortieren durch Mischen

1. Zerlege die Liste in zwei etwa gleich große Teillisten.

2. Sortiere die beiden Teillisten durch Rekursion.

3. Kombiniere die sortierten Teillisten mit merge in eine sortierte Liste.

Abbildung 5.4 formuliert eine Prozedur msort, die Listen durch Mischen sortiert. Die
Prozedur split ist für das Zerlegen einer Liste in zwei Teillisten zuständig. Sie beginnt
mit zwei leeren Listen und fügt die Elemente der zu zerlegenden Liste alternierend in
diese ein. Die Alternierung ergibt sich dadurch, dass die Teillisten bei jeder Einfügung
vertauscht werden.

Die der Prozedur msort zugrunde liegende Rekursion unterscheidet sich von den bisher
gesehenen Rekursionen dadurch, dass im Rekursionsfall statt einem zwei rekursive Auf-
rufe zu erledigen sind: merge(msort ys, msort zs). Man spricht von binärer (zwei rekursi-
ve Aufrufe) und linearer Rekursion (ein rekursiver Aufruf). Bei binärer Rekursion ist die
Hierarchie der für die Ausführung eines Aufrufs insgesamt erforderlichen Aufrufe nicht
mehr linear, sondern baumartig. Die Darstellung dieser Hierarchie wird als Rekursions-
baum bezeichnet. Hier ist der Rekursionsbaum für den Aufruf msort [5,6,6,4,3,2,1]:

msort [5,6,6,4,3,2,1]

msort [2,4,6]

msort [4] msort [6,2]

msort [6] msort [2]

msort [1,3,6,5]

msort [6,1]

msort [6] msort [1]

msort [5,3]

msort [5] msort [3]

Die Rekursion von msort terminiert, da die von split gelieferten Teillisten kürzer als die
Ausgangslisten sind. Für die gute Laufzeit von msort ist es wesentlich, dass die von split
gelieferten Teillisten jeweils nur halb so groß wie die Vorgängerlisten sind.
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Lineare vs. binäre Rekursion

‣ Lineare Rekursion: ein rekursiver Aufruf 
 
Rekursionsfolge:  
potenz(4,3) → potenz(4,2) → potenz(4,1) → potenz(4,0) 
insert(3,[1,2,4]) → insert(3,[2,4]) → insert(3,[4]) 

‣ Binäre Rekursion: zwei rekursive Aufrufe 
 
Rekursionsbaum: 
 
 
 

‣ Baumrekursion: nichtlineare Rekursion 

104 5 Sortieren

fun split xs = foldl (fn (x, (ys,zs)) => (zs, x::ys))

(nil, nil) xs

val split : α list → α list * α list

fun merge (nil , ys ) = ys

| merge (xs , nil ) = xs

| merge (x::xr, y::yr) = if x<=y then x::merge(xr,y::yr)

else y::merge(x::xr,yr)

val merge : int list * int list → int list

fun msort [] = []

| msort [x] = [x]

| msort xs = let val (ys,zs) = split xs

in merge(msort ys, msort zs) end

val msort : int list → int list

Abbildung 5.4: Sortieren durch Mischen

1. Zerlege die Liste in zwei etwa gleich große Teillisten.

2. Sortiere die beiden Teillisten durch Rekursion.

3. Kombiniere die sortierten Teillisten mit merge in eine sortierte Liste.

Abbildung 5.4 formuliert eine Prozedur msort, die Listen durch Mischen sortiert. Die
Prozedur split ist für das Zerlegen einer Liste in zwei Teillisten zuständig. Sie beginnt
mit zwei leeren Listen und fügt die Elemente der zu zerlegenden Liste alternierend in
diese ein. Die Alternierung ergibt sich dadurch, dass die Teillisten bei jeder Einfügung
vertauscht werden.

Die der Prozedur msort zugrunde liegende Rekursion unterscheidet sich von den bisher
gesehenen Rekursionen dadurch, dass im Rekursionsfall statt einem zwei rekursive Auf-
rufe zu erledigen sind: merge(msort ys, msort zs). Man spricht von binärer (zwei rekursi-
ve Aufrufe) und linearer Rekursion (ein rekursiver Aufruf). Bei binärer Rekursion ist die
Hierarchie der für die Ausführung eines Aufrufs insgesamt erforderlichen Aufrufe nicht
mehr linear, sondern baumartig. Die Darstellung dieser Hierarchie wird als Rekursions-
baum bezeichnet. Hier ist der Rekursionsbaum für den Aufruf msort [5,6,6,4,3,2,1]:

msort [5,6,6,4,3,2,1]

msort [2,4,6]

msort [4] msort [6,2]

msort [6] msort [2]

msort [1,3,6,5]

msort [6,1]

msort [6] msort [1]

msort [5,3]

msort [5] msort [3]

Die Rekursion von msort terminiert, da die von split gelieferten Teillisten kürzer als die
Ausgangslisten sind. Für die gute Laufzeit von msort ist es wesentlich, dass die von split
gelieferten Teillisten jeweils nur halb so groß wie die Vorgängerlisten sind.
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Mengen

‣ Eine Menge ist eine Zusammenfassung von mathematischen 
Objekten. 

‣ Die zu einer Menge zusammengefassten Objekte werden als die 
Elemente der Menge bezeichnet.  

‣ Zu endlich vielen Objekten x1,...,xn existiert stets genau eine  
Menge, die genau diese Objekte als Elemente hat.  
Diese Menge wird mit {x1,...,xn} bezeichnet. 

‣ Leere Menge: ︎ ∅ 

‣ Notation x ∈ X: das Objekt x ist ein Element der Menge X.  

‣ Man sagt, dass eine Menge ihre Elemente enthält  
oder auch dass eine Menge aus ihren Elementen besteht. 
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Mengen

‣ Gleichheitsaxiom:  
Zwei Mengen X und Y sind genau dann gleich (X = Y),  
wenn jedes Element von X ein Element von Y ist  
und jedes Element von Y ein Element von X ist.  

‣ Eine Menge ist vollständig durch ihre Elemente bestimmt.  

‣ Ordnung spielt keine Rolle: {1,2} = {2,1} 

‣ Elemente können nicht mehrfach auftreten: {1,1,2}={1,2} 

‣Mengen ≠ Listen
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Darstellung von Mengen durch Listen

‣ Die Gleichung  Set[x1,…,xn]={x1,...,xn}   
weist jeder Liste eine Menge zu. 

‣ Darstellung von Mengen durch Listen ist nicht eindeutig:  
Set[1,2] = Set [2,1] = Set[1,1,2] = {1,2}.  

‣ Darstellung von Mengen durch strikt sortierte Listen  
ist eindeutig. 
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Strikt sortierte Listen

‣ Die Prozedur issort sortiert eine Liste und eliminiert dabei 
Mehrfachauftreten von Elementen: 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

a) Das Muster wird nicht getroffen.

b) x := [1,2], y := 3, z := [5], u := 11

Aufgabe 4.22 Schreiben Sie eine Prozedur reverse : string → string, die Strings reversiert

(z.B. reverse "hut" = "tuh").

Lösung 4.22

fun reverse s = implode (rev (explode s))

oder kürzer:

val reverse = implode o rev o explode

Aufgabe 4.23 Schreiben Sie eine Prozedur isDigit : char → bool, die mithilfe der Prozedur

ord testet, ob ein Zeichen eine der Ziffern 0, . . . ,9 ist. Nützen Sie dabei aus, dass ord die

Ziffern durch aufeinander folgende Zahlen darstellt.

Lösung 4.23

fun isDigit c = ord c >= ord #"0" andalso ord c <= ord #"9"

5 Sortieren

Aufgabe 5.4 Schreiben Sie eine Prozedur issort : int list → int list, die eine Liste sortiert

und dabei Mehrfachauftreten von Elementen eliminiert. Beispielsweise soll für

[3,1,3,1,0] die Liste [0,1,3] geliefert werden.

Lösung 5.4

fun sinsert (x,nil) = [x]

| sinsert (x,y::yr) = case Int.compare(x,y) of

LESS => x::y::yr

| EQUAL => y::yr

| _ => y::sinsert(x,yr)

val issort = foldl sinsert nil

Aufgabe 5.7 Deklarieren Sie eine Prozedur

intPairCompare : (int ∗ int)∗ (int ∗ int)→ order

die die lexikalische Ordnung für Paare des Typs int ∗ int darstellt. Zum Beispiel soll

[(3,4), (3,5), (4,0)] gemäß dieser Ordnung sortiert sein.

Lösung 5.7

fun intPairCompare ((x,x’),(y,y’)) =

case Int.compare(x,y) of EQUAL => Int.compare(x’,y’)

| v => v

Aufgabe 5.14 (Striktes Sortieren durch Mischen)

2011–09–13 17:24
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Mengen

‣ X ist eine Teilmenge von Y, in Zeichen X ⊆ Y,  
wenn jedes Element von X ein Element von Y ist.  
X = Y genau dann, wenn X⊆Y und Y⊆X.  

‣ Der Schnitt X ∩ Y ist die Menge, die genau aus den Objekten  
besteht, die sowohl Element von X als auch Element von Y sind. 

‣ Die Vereinigung X ∪ Y ist die Menge, die genau aus den Objekten 
besteht, die Element mindestens einer der Mengen X und Y sind. 

‣ Die Differenz X − Y ist die Menge, die genau aus den Elementen  
von X besteht, die keine Elemente von Y sind. 
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Diff

      fun diff nil ys = nil  
     | diff xs nil = xs  
     | diff (x::xr) (y::yr) =  
          case Int.compare(x,y) of  
              LESS => x :: diff xr (y::yr)  
            | GREATER => diff (x::xr) yr  
            | EQUAL => diff xr yr  
 

   diff [1,2,4] [1,3,4]  
   = diff [2,4] [3,4]  
   = 2 :: diff [4] [3,4]  
   = 2 :: diff [4] [4]  
   = 2 :: diff nil nil  
   = 2 :: nil  
   = [2]
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Union

fun union nil ys = ys  
  | union xs nil = xs  
  | union (x::xr) (y::yr) =  
        case Int.compare(x,y) of  
              LESS => x :: union xr (y::yr)  
            | GREATER => y :: union (x::xr) yr  
            | EQUAL => union xr (y::yr)  
 

   union [1,2,4] [1,3,4]  
   = union [2,4] [1,3,4]  
   = 1 :: union [2,4] [3,4]  
   = 1 :: 2 :: union [4] [3,4]  
   = 1 :: 2 :: 3 :: union [4] [4]  
   = 1 :: 2 :: 3 :: union nil [4]  
   = 1 :: 2 :: 3 :: [4]  
   = [1,2,3,4]
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Kapitel 6 
Konstruktoren  

und Ausnahmen
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Ein neuer Typ für geometrische Objekte

6 Konstruktoren und Ausnahmen

In diesem Kapitel erweitern wir unser programmiersprachliches Repertoire um die Mög-
lichkeit, neue Typen zu deklarieren, deren Werte mithilfe von sogenannten Konstruk-
toren dargestellt werden. Damit eröffnen sich viele neue Anwendungen. Zum Beispiel
können wir arithmetische Ausdrücke als Werte darstellen und sie mit einer Prozedur
symbolisch differenzieren. Außerdem behandeln wir in diesem Kapitel das Programmie-
ren mit Ausnahmen.

6.1 Konstruktoren

Als einleitendes Beispiel betrachten wir die Darstellung geometrischer Objekte, die ge-
mäß dreier Formen gebildet sind:

r

Kreis

(1,r )

a

Quadrat

(2, a)

c

ab

Dreieck

(3, (a,b,c))

Wir stellen die Objekte durch Paare dar, deren erste Komponente mit einer der Zahlen 1,
2, 3 anzeigt, um welche Form es sich handelt:

• Ein Paar (1,r ) stellt einen Kreis mit dem Radius r dar.

• Ein Paar (2, a) stellt ein Quadrat mit der Seitenlänge a dar.

• Ein Paar (3, (a,b,c)) stellt ein Dreieck mit den Seitenlängen a,b,c dar.

Die erste Komponente dieser Paare bezeichnen wir als Variantennummer und die zwei-
te als Datum. In Standard ML können wir diese Darstellung geometrischer Objekte mit
der folgenden Typdeklaration formulieren:

datatype shape =

Circle of real

| Square of real

| Triangle of real * real * real
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Interne Darstellung von Konstruktortypen

‣ Interne Darstellung als Paare: 
 
 
 
 
 
 
 
 

‣ Die erste Komponente der Paare ist die Variantennummer, 
die zweite das Datum.
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(1,r) 

Square a
(2,a) 

Triangle (a,b,c)
(3, (a,b,c)) 
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Konstruktortypen

‣ Typen die mit dem Schlüsselwort datatype deklariert sind, heißen 
Konstruktortypen.  

‣ Die Werte eines Konstruktortyps werden mithilfe von  
Konstruktoren beschrieben. 

‣ Konstruktoren können wie Prozeduren verwendet werden:
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Die Deklaration führt einen neuen Typ shape ein, dessen Werte mithilfe der Konstruk-
toren Circle, Square und Triangle beschrieben werden können:

Circle 4.0

Circle 4.0 : shape

Square 3.0

Square 3.0 : shape

Triangle (4.0, 3.0, 5.0)

Triangle (4.0, 3.0, 5.0) : shape

Die Konstruktoren können wie Prozeduren benutzt werden und haben die folgenden
Typen:

Circle : real → shape
Square : real → shape
Triangle : real∗ real∗ real → shape

Typen, die so wie shape mit dem Schlüsselwort datatype deklariert sind, bezeichnen wir
als Konstruktortypen. Wenn ein Konstruktortyp n Konstruktoren hat, sagen wir, dass
er n Varianten hat. Zur i -ten Variante eines Konstruktortyps gehören alle Werte, die mit
dem i -ten Konstruktor beschrieben werden können.

Semantisch gesehen sind die Werte von Konstruktortypen wie oben beschrieben Paare,
die eine Variantennummer mit einem Datum kombinieren. Sie werden aber grundsätz-
lich mithilfe der entsprechenden Konstruktoren dargestellt. Diese Konvention machen
wir uns auch bei der grafischen Darstellung dieser Werte zu Eigen:

Circle

4.0

Square

3.0

Triangle

4.0 3.0 5.0

Ein Konstruktortyp erlaubt den Gleichheitstest, wenn dies die Argumenttypen aller sei-
ner Konstruktoren tun. Folglich erlaubt shape den Gleichheitstest:

Circle 5.5 = Square 5.5

false : bool

Konstruktoren und Muster

Konstruktoren können in den Mustern von Regeln verwendet werden, um die Anwend-
barkeit der Regel auf die dem Konstruktor entsprechende Variante zu beschränken. Wir
führen das am Beispiel einer Prozedur vor, die den Flächeninhalt eines geometrischen
Objekts liefert:
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Konstruktortypen

‣ Konvention:  
Konstruktoren beginnen mit Großbuchstaben 
Typen mit Kleinbuchstaben 

‣ Baumdarstellung: 
 
 

‣ Gleichheit: Ein Konstruktortyp erlaubt den Gleichheitstest,  
wenn dies die Argumenttypen aller seiner Konstruktoren tun. 
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Konstruktoren und Muster6.2 Enumerationstypen 115

fun area (Circle r) = Math.pi*r*r

| area (Square a) = a*a

| area (Triangle(a,b,c)) = let val s = (a+b+c)/2.0

in Math.sqrt(s*(s-a)*(s-b)*(s-c))

end

val area : shape → real

area (Square 3.0)

9.0 : real

area (Triangle(6.0, 6.0, Math.sqrt 72.0))

18.0 : real

Für jede der drei Varianten von shape hat area eine eigene Regel. Die Muster der Re-
geln sind wie Konstruktoranwendungen gebildet. Wenn area beispielsweise auf einen
mit Square konstruierten Wert angewendet wird, kommt die zweite Regel zur Anwen-
dung. Dabei wird die Variable a an das Datum des Wertes gebunden (also die Kanten-
länge des Quadrats).

Aufgabe 6.1 Deklarieren Sie eine Prozedur variant : shape → int, die die Variantennum-
mer eines geometrischen Objekts liefert. Beispielsweise soll variant(Square 3.0) = 2 gel-
ten.

Aufgabe 6.2 Deklarieren Sie eine Prozedur scale : real → shape → shape, die ein Ob-
jekt gemäß einem Faktor skaliert (d.h. vergrößert oder verkleinert). Beispielsweise soll
scale 0.5 (Square 3.0) = Square 1.5 gelten.

Groß- und Kleinschreibung von Bezeichnern

Aus der Sicht der lexikalischen Syntax handelt es sich bei shape, Circle, Square und
Triangle um Bezeichner. Im Rahmen der statischen Semantik wird jedem Bezeichner-
auftreten eine Lesart zugewiesen, die besagt, ob das Auftreten einen Typen, einen Kon-
struktor oder einen Wert bezeichnet.

Um die Lesbarkeit von Programmen zu verbessern, wählen wir für Konstruktoren grund-
sätzlich Bezeichner, die mit einem Großbuchstaben beginnen, und für Typen und Werte
Bezeichner, die mit einem Kleinbuchstaben beginnen.

6.2 Enumerationstypen
Die Deklaration

datatype day = Monday | Tuesday | Wednesday

| Thursday | Friday | Saturday | Sunday

führt einen Typ day ein, dessen Werte die verschiedenen Wochentage darstellen. Die
Werte des Typs werden durch nullstellige Konstruktoren beschrieben, die wie Konstan-
ten verwendet werden können:
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Frage

Welchen Typ hat die Abstraktion fn (x => area (Triangle x))?    
 
   

‣ real → real 

‣ shape → real  

‣ real * real * real → real 

‣ real → real → real → real

✓

╳

╳

╳
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Enumerationstypen

‣ Konstruktortypen mit ausschließlich nullstelligen  
Konstruktoren heißen Enumerationstypen: 
 
 
 
 
 
 

‣ Es gibt nullstellige und einstellige Konstruktoren,  
aber keine mehrstelligen Konstruktoren.

116 6 Konstruktoren und Ausnahmen

fun weekend Saturday = true

| weekend Sunday = true

| weekend _ = false

val weekend : day → bool

weekend Saturday

true : bool

map weekend [Monday, Wednesday, Friday, Saturday, Sunday]

[false, false, false, true, true] : bool list

Nullstellige Konstruktoren beschreiben Werte, die nur aus einer Variantennummer be-
stehen. Bei den Werten des Typs day handelt es sich also um die Zahlen 1 bis 7. Kon-
struktortypen, die so wie day nur mit nullstelligen Konstruktoren gebildet sind, werden
als Enumerationstypen bezeichnet.

Wir haben bereits zwei vordeklarierte Enumerationstypen kennengelernt:

datatype bool = false | true

datatype order = LESS | EQUAL | GREATER

Wir unterscheiden zwischen nullstelligen Konstruktoren (wie beim Typ day) und ein-
stelligen Konstruktoren (wie beim Typ shape). Es gibt keine mehrstelligen Konstrukto-
ren.

Aufgabe 6.3 In § 4.6.3 haben Sie gelernt, dass das Konditional eine abgeleitete
Form ist. Wissen Sie noch, auf welchen Ausdruck der Kernsprache ein Konditional
if e1 then e2 else e3 reduziert?

6.3 Typsynonyme
Punkte in der Ebene können wir durch Paare aus zwei reellen Zahlen darstellen. Wenn
wir mit dieser Darstellung arbeiten, kann es sinnvoll sein, mithilfe der Deklaration

type point = real * real

ein Typsynonym point einzuführen. Dabei handelt es sich nicht um einen neuen Typ,
sondern lediglich um eine neue Bezeichnung für einen bereits existierenden Typ. Hier
ist ein Beispiel für eine sinnvolle Verwendung des Typsynonyms point:

datatype object = Circle of point * real

| Triangle of point * point * point

Bei der Ausgabe ist dem Interpreter frei gestellt, ob und wo er Typsynonyme verwendet.
Beispielsweise kann ein Interpreter für die Deklaration

fun mirror ((x,y):point) = (x,~y)
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Typsynonyme

type point = real*real

type dist = real

type angle = real

type radial = dist * angle

r

φ
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Mit Hilfe von Konstruktortypen können syntaktische  
Objekte als Werte dargestellt werden. 
 
Beispiel: Arithmetische Ausdrücke (gebildet aus Konstanten, 
Variablen, Summe und Produkt) 
 
type var = string  
 
datatype exp = C of int  
             | V of var  
             | A of exp * exp  
             | M of exp * exp 

 
 
 

Darstellung arithmetischer Ausdrücke
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type var = string  
 
datatype exp = C of int  
             | V of var  
             | A of exp * exp  
             | M of exp * exp  
 
 
 
val e = M(A(M(C 2, V "x"), V "y"), A(V "x", C 3)) 
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exp
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C V

A M

Als Beispiel betrachten wir die Darstellung des Ausdrucks (2x+y)(x+3):

val e = M(A(M(C 2, V "x"), V "y"), A(V "x", C 3))

Es ist aufschlussreich, der Baumdarstellung des Ausdrucks die Baumdarstellung des
Werts e gegenüberzustellen:
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6.4.1 Komponenten und Teilausdrücke

Können Sie präzise sagen, wie sich die Begriffe Komponente und Teilausdruck aus § 2.1
auf die hier betrachteten Ausdrücke übertragen? Versuchen Sie, die Komponenten und
Teilausdrücke unseres Beispielausdrucks anzugeben.

Eine Möglichkeit, den Begriff Komponente für unsere Ausdrücke präzise zu definieren,
ist die Angabe einer Prozedur, die die Komponenten eines Ausdrucks als Elemente einer
Liste liefert:

fun components (A(e,e’)) = [e, e’]

| components (M(e,e’)) = [e, e’]

| components _ = nil

val components : exp → exp list

Die Definition eines Begriffs durch eine Prozedur hat den Vorteil der Ausführbarkeit:
Wenn Sie wissen wollen, was die Komponenten eines Ausdrucks sind, können Sie einen
Interpreter fragen:

components (A(C 3, V "z"))

[C 3, V "z"] : exp list

Die Teilausdrücke eines Ausdrucks e sind rekursiv wie folgt definiert:
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6.4.1 Komponenten und Teilausdrücke

Können Sie präzise sagen, wie sich die Begriffe Komponente und Teilausdruck aus § 2.1
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Liste liefert:

fun components (A(e,e’)) = [e, e’]
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| components _ = nil

val components : exp → exp list

Die Definition eines Begriffs durch eine Prozedur hat den Vorteil der Ausführbarkeit:
Wenn Sie wissen wollen, was die Komponenten eines Ausdrucks sind, können Sie einen
Interpreter fragen:

components (A(C 3, V "z"))

[C 3, V "z"] : exp list

Die Teilausdrücke eines Ausdrucks e sind rekursiv wie folgt definiert:
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Komponenten arithmetischer Ausdrücke
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6.4.1 Komponenten und Teilausdrücke

Können Sie präzise sagen, wie sich die Begriffe Komponente und Teilausdruck aus § 2.1
auf die hier betrachteten Ausdrücke übertragen? Versuchen Sie, die Komponenten und
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Die Definition eines Begriffs durch eine Prozedur hat den Vorteil der Ausführbarkeit:
Wenn Sie wissen wollen, was die Komponenten eines Ausdrucks sind, können Sie einen
Interpreter fragen:
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[C 3, V "z"] : exp list

Die Teilausdrücke eines Ausdrucks e sind rekursiv wie folgt definiert:
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Können Sie präzise sagen, wie sich die Begriffe Komponente und Teilausdruck aus § 2.1
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Eine Möglichkeit, den Begriff Komponente für unsere Ausdrücke präzise zu definieren,
ist die Angabe einer Prozedur, die die Komponenten eines Ausdrucks als Elemente einer
Liste liefert:

fun components (A(e,e’)) = [e, e’]

| components (M(e,e’)) = [e, e’]

| components _ = nil

val components : exp → exp list

Die Definition eines Begriffs durch eine Prozedur hat den Vorteil der Ausführbarkeit:
Wenn Sie wissen wollen, was die Komponenten eines Ausdrucks sind, können Sie einen
Interpreter fragen:

components (A(C 3, V "z"))
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Die Teilausdrücke eines Ausdrucks e sind rekursiv wie folgt definiert:
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Teilausdrücke
type var = string  
 
datatype exp = C of int  
             | V of var  
             | A of exp * exp  
             | M of exp * exp  
 

6.4 Darstellung arithmetischer Ausdrücke 119

1. e ist ein Teilausdruck von e.

2. Jeder Teilausdruck jeder Komponente von e ist ein Teilausdruck von e.

Eine ausführbare Version dieser Definition erhalten wir durch eine Prozedur, die zu ei-
nem Ausdruck die Liste aller seiner Teilausdrücke liefert:

fun subexps e = e::

(case e of

A(e1,e2) => subexps e1 @ subexps e2

| M(e1,e2) => subexps e1 @ subexps e2

| _ => nil)

val subexps : exp → exp list

Beachten Sie, dass die Prozedur subexps binär rekursiv ist. Die Terminierung von subexps
ergibt sich aus der Tatsache, dass die rekursiven Anwendungen auf die Komponenten
des aktuellen Ausdrucks erfolgen. Also werden mit fortschreitender Rekursion immer
kleinere Ausdrücke behandelt. Machen Sie sich klar, dass der Rekursionsbaum eines
Aufrufs subexps e dieselbe Form hat wie die Baumdarstellung des Ausdrucks e.

Eine Rekursion, die so wie bei subexps über die Komponenten zusammengesetzter Ob-
jekte verläuft, wird als strukturelle Rekursion bezeichnet. Strukturell rekursive Proze-
duren haben wir erstmals im Zusammenhang mit Listen kennengelernt (z.B. length). Da
nichtleere Listen nur eine Komponente haben, die wieder eine Liste ist, sind strukturell
rekursive Prozeduren für Listen linear rekursiv.

Aufgabe 6.5 Deklarieren Sie eine Prozedur vars : exp → var list, die zu einem Ausdruck
eine Liste liefert, die die in dem Ausdruck vorkommenden Variablen enthält. Orientieren
Sie sich an der Prozedur subexps.

Aufgabe 6.6 Deklarieren Sie eine Prozedur count : var → exp → int, die zählt, wie oft ei-
ne Variable in einem Ausdruck auftritt. Beispielsweise tritt x in x + x zweimal auf.

Aufgabe 6.7 Deklarieren Sie eine Prozedur check : exp → exp → bool, die für zwei Aus-
drücke e und e′ testet, ob e ein Teilausdruck von e′ ist.

6.4.2 Darstellung von Umgebungen

Um den Wert eines Ausdrucks bestimmen zu können, benötigen wir eine Umgebung, die
den im Ausdruck vorkommenden Variablen Werte zuweist (siehe § 2.4). Beispielsweise
liefert der Ausdruck (2x + y)(x +3) in der Umgebung [x := 5, y := 3] den Wert 104, und in
der Umgebung [x := 0, y := 2] den Wert 6.

Umgebungen (engl. environments) stellen wir durch Prozeduren dar, die den Wert von
Variablen liefern:

type env = var -> int
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toString

type var = string  
 
datatype exp = C of int  
             | V of var  
             | A of exp * exp  
             | M of exp * exp  
 

fun toString (C r)    = Int.toString r
  | toString (V x)    = x
  | toString (A (x,y)) = "("^toString x ^ "+" ^ toString y ^")"
  | toString (M (x,y)) = "("^toString x ^ "*" ^ toString y ^")"
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Strukturelle Rekursion

‣ Strukturelle Rekursion: Rekursion über die Struktur des Datentyps 

‣ Rekusion in foldl ist strukturell: 
foldl op+ 0 [1,2,3] → foldl op+ 1 [2,3] → foldl op+ 3 [3] → foldl op+ 6 nil 

‣ Rekursion in subexp und toString ist strukturell: 
 
 
 
 
Rekursion in msort ist nicht strukturell: 
 

104 5 Sortieren

fun split xs = foldl (fn (x, (ys,zs)) => (zs, x::ys))

(nil, nil) xs

val split : α list → α list * α list

fun merge (nil , ys ) = ys

| merge (xs , nil ) = xs

| merge (x::xr, y::yr) = if x<=y then x::merge(xr,y::yr)

else y::merge(x::xr,yr)

val merge : int list * int list → int list

fun msort [] = []

| msort [x] = [x]

| msort xs = let val (ys,zs) = split xs

in merge(msort ys, msort zs) end

val msort : int list → int list

Abbildung 5.4: Sortieren durch Mischen

1. Zerlege die Liste in zwei etwa gleich große Teillisten.

2. Sortiere die beiden Teillisten durch Rekursion.

3. Kombiniere die sortierten Teillisten mit merge in eine sortierte Liste.

Abbildung 5.4 formuliert eine Prozedur msort, die Listen durch Mischen sortiert. Die
Prozedur split ist für das Zerlegen einer Liste in zwei Teillisten zuständig. Sie beginnt
mit zwei leeren Listen und fügt die Elemente der zu zerlegenden Liste alternierend in
diese ein. Die Alternierung ergibt sich dadurch, dass die Teillisten bei jeder Einfügung
vertauscht werden.

Die der Prozedur msort zugrunde liegende Rekursion unterscheidet sich von den bisher
gesehenen Rekursionen dadurch, dass im Rekursionsfall statt einem zwei rekursive Auf-
rufe zu erledigen sind: merge(msort ys, msort zs). Man spricht von binärer (zwei rekursi-
ve Aufrufe) und linearer Rekursion (ein rekursiver Aufruf). Bei binärer Rekursion ist die
Hierarchie der für die Ausführung eines Aufrufs insgesamt erforderlichen Aufrufe nicht
mehr linear, sondern baumartig. Die Darstellung dieser Hierarchie wird als Rekursions-
baum bezeichnet. Hier ist der Rekursionsbaum für den Aufruf msort [5,6,6,4,3,2,1]:

msort [5,6,6,4,3,2,1]

msort [2,4,6]

msort [4] msort [6,2]

msort [6] msort [2]

msort [1,3,6,5]

msort [6,1]

msort [6] msort [1]

msort [5,3]

msort [5] msort [3]

Die Rekursion von msort terminiert, da die von split gelieferten Teillisten kürzer als die
Ausgangslisten sind. Für die gute Laufzeit von msort ist es wesentlich, dass die von split
gelieferten Teillisten jeweils nur halb so groß wie die Vorgängerlisten sind.
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Als Beispiel betrachten wir die Darstellung des Ausdrucks (2x+y)(x+3):

val e = M(A(M(C 2, V "x"), V "y"), A(V "x", C 3))

Es ist aufschlussreich, der Baumdarstellung des Ausdrucks die Baumdarstellung des
Werts e gegenüberzustellen:
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6.4.1 Komponenten und Teilausdrücke

Können Sie präzise sagen, wie sich die Begriffe Komponente und Teilausdruck aus § 2.1
auf die hier betrachteten Ausdrücke übertragen? Versuchen Sie, die Komponenten und
Teilausdrücke unseres Beispielausdrucks anzugeben.

Eine Möglichkeit, den Begriff Komponente für unsere Ausdrücke präzise zu definieren,
ist die Angabe einer Prozedur, die die Komponenten eines Ausdrucks als Elemente einer
Liste liefert:

fun components (A(e,e’)) = [e, e’]

| components (M(e,e’)) = [e, e’]

| components _ = nil

val components : exp → exp list

Die Definition eines Begriffs durch eine Prozedur hat den Vorteil der Ausführbarkeit:
Wenn Sie wissen wollen, was die Komponenten eines Ausdrucks sind, können Sie einen
Interpreter fragen:

components (A(C 3, V "z"))

[C 3, V "z"] : exp list

Die Teilausdrücke eines Ausdrucks e sind rekursiv wie folgt definiert:
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