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Mit Hilfe von Konstruktortypen können syntaktische  
Objekte als Werte dargestellt werden. 
 
Beispiel: Arithmetische Ausdrücke (gebildet aus Konstanten, 
Variablen, Summe und Produkt) 
 
type var = string  
 
datatype exp = C of int  
             | V of var  
             | A of exp * exp  
             | M of exp * exp 

 
 
 

Darstellung arithmetischer Ausdrücke

Vorlesung 9
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Darstellung von Umgebungen

‣Umgebungen liefern den Wert von Variablen 
 
type env = var -> int  
 

‣Ausnahme falls Wert unbekannt 
 
exception Unbound  

‣Beispiel: [x:=0, y:=3] 
 
val env = fn "x" => 0  
           | "y" => 3  
           | _ => raise Unbound  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Evaluation von arithmetischen Ausdrücken

120 6 Konstruktoren und Ausnahmen

Wenn eine Umgebung den Wert einer Variablen nicht kennt, soll sie die Ausnahme
Unbound werfen:

exception Unbound

Die Umgebung [x := 5, y := 3] können wir wie folgt darstellen:

val env = fn "x" => 5 | "y" => 3 | _ => raise Unbound

Die obigen Deklarationen binden den Bezeichner env zweifach: Einerseits bezeichnet
env einen Typ, andererseits einen Wert (eine Prozedur). Diese Doppelbindung ist zuläs-
sig, da der Kontext eines Bezeichnerauftretens immer eindeutig festlegt, ob ein Typ oder
ein Wert benötigt wird.

Hier ist eine strukturell rekursive Prozedur, die den Wert eines Ausdrucks in einer Um-
gebung liefert:

fun eval env (C c) = c

| eval env (V v) = env v

| eval env (A(e,e’)) = eval env e + eval env e’

| eval env (M(e,e’)) = eval env e * eval env e’

val eval : env → exp → int

eval env e

104 : int

Aufgabe 6.8 Schreiben Sie eine Prozedur instantiate : env → exp → exp, die zu einer Um-
gebung V und einem Ausdruck e den Ausdruck liefert, den man aus e erhält, indem man
die in e vorkommenden Variablen gemäß V durch Konstanten ersetzt. Beispielsweise
soll für die oben deklarierte Umgebung env und den Ausdruck A(V "x", V "y") der Aus-
druck A(C 5, C 3) geliefert werden. Orientieren Sie sich an der Prozedur eval.

Aufgabe 6.9 (Symbolisches Differenzieren) Sie sollen eine Prozedur schreiben, die
Ausdrücke nach der Variable x ableitet. Hier ist ein Beispiel:

(x3 +3x2 + x +2)′ = 3x2 +6x +1

Ausdrücke sollen gemäß des folgenden Typs dargestellt werden:

datatype exp = C of int c

| X x

| A of exp * exp u +v

| M of exp * exp u ·v

| P of exp * int un

a) Schreiben Sie eine Deklaration, die den Bezeichner u an die Darstellung des Aus-
drucks x3 +3x2 + x +2 bindet. Der Operator + soll dabei links klammern.
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Ausnahmen

‣ Ausnahmen sind Werte des Konstruktortyps exn 
 
 

‣ Der Konstruktortyp exn kann erweitert werden: 
 
 
 
 
 
 

122 6 Konstruktoren und Ausnahmen

Aufgabe 6.11 (Konstruktordarstellung ganzer Zahlen) In dieser Aufgabe stellen wir
die ganzen Zahlen mit den Werten des Konstruktortyps

datatype integer = N of nat | P of nat

dar: 0 !→ P O, 1 !→P(S O), 2 !→P(S(S O)), −1 !→ N O, −2 !→ N (S O), und so weiter. Der
Typ nat sei dabei wie in Aufgabe 6.10 auf S. 121 definiert.

a) Deklarieren Sie eine Prozedur code′ : int → integer, die die Darstellung einer ganzen
Zahl liefert. Verwenden Sie die Prozedur code für nat.

b) Deklarieren Sie eine Prozedur decode′ : integer → int, die zu einer Darstellung die
dargestellte Zahl liefert. Verwenden Sie die Prozedur decode für nat.

c) Deklarieren Sie für integer eine kaskadierte Prozedur add′, die der Addition für ganze
Zahlen entspricht. Verwenden Sie dabei die Prozedur add für nat. Sie benötigen 8
Regeln für add′. Wenn Sie die Kommutativität der Addition ausnutzen und die letzte
Regel die Argumente vertauschen lassen, können Sie mit 6 Regeln auskommen.

6.5 Ausnahmen
Wir haben bereits gesehen, dass die Ausführung des Ausdrucks

raise Empty

! Uncaught exception: Empty

keinen Wert liefert, sondern die Ausnahme Empty wirft. Jetzt lernen wir, wie man neue
Ausnahmen deklariert und wie man geworfene Ausnahmen wieder fängt.

Zunächst machen wir die überraschende Entdeckung, dass es sich bei Ausnahmen um
Werte eines Typs exn handelt:

Empty

Empty : exn

Dabei ist der Typ exn als Konstruktortyp zu verstehen, und Empty als nullstelliger Kon-
struktor. Der Konstruktortyp exn hat die Besonderheit, dass man ihn durch die Deklara-
tion neuer Konstruktoren erweitern kann. Beispielsweise führt die Deklaration

exception New

exn New : exn

einen neuen nullstelligen Ausnahmekonstruktor New ein. Man kann auch einstellige
Ausnahmekonstruktoren deklarieren:

exception Newer of int

exn Newer : int → exn

Die folgenden Beispiele zeigen, dass Ausnahmekonstruktoren wie normale Konstrukto-
ren verwendet werden können:
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(Overflow, New, Newer)

(Overflow, New, fn) : exn * exn * (int → exn)

fun test New = 0

| test (Newer x) = x

| test _ = ~1

val test : exn → int

test Overflow

~1 : int

test (Newer 13)

13 : int

6.5.1 Werfen von Ausnahmen

Mit einem Ausdruck der Form

raise 〈Ausdruck 〉

können Ausnahmen geworfen werden. Der auf das Schlüsselwort raise folgende Aus-
druck muss dabei den Typ exn haben. Hier ist ein Beispiel:

raise New

!Uncaught exception: New

Da Raise-Ausdrücke keinen Wert liefern, können sie jeden Typ annehmen:

fun f x y = if x then y else raise New

val f : bool→α→α

6.5.2 Fangen von Ausnahmen

Wenn die Auswertung eines Ausdrucks terminiert, liefert sie entweder einen Wert oder
wirft eine Ausnahme. Mit Ausdrücken der Form

〈Ausdruck 〉 handle 〈Regel〉 | . . . | 〈Regel 〉

können geworfene Ausnahmen mithilfe von Regeln gefangen werden:

(raise New) handle New => ()

() : unit

(raise Newer 7) handle Newer x => x

7 : int

fun test f = f() handle Newer x => x | Overflow => ~1

val test : (unit → int) → int

Bereitgestellt von | Saarländische Universitäts- und Landesbibliothek
Angemeldet

Heruntergeladen am | 10.10.14 14:35

216.73.216.7



Werfen von Ausnahmen

‣ Ausnahmen werden mit Raise-Ausdrücken geworfen: 
 
 

‣ Raise-Ausdrücke können jeden Typ annehmen: 
 
 

‣ Konvention: Wenn eine Prozedur Ausnahmen wirft, geben wir den 
Ausnahmekonstruktur als Kommentar an: 
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fun testOverflow x y = (x*y ; false) handle Overflow => true

val testOverflow : int → int → bool

testOverflow 2 3

false : bool

testOverflow 100000 100000

true : bool

Bei Sequenzialisierungen handelt es sich um eine abgeleitete Form, die auf Tupel-
Ausdrücke und Projektionen zurückgeführt werden kann:

(e1 ; . . . ;en) ! #n (e1, . . . ,en )

Für Let-Ausdrücke und Sequenzialisierungen gibt es eine Klammersparregel:

let . . . in e1 ; . . . ;en end ! let . . . in (e1 ; . . . ;en) end

Aufgabe 6.12 Schreiben Sie eine Prozedur test : int → bool, die testet, ob das Quadrat
einer ganzen Zahl im darstellbaren Zahlenbereich liegt.

Aufgabe 6.13 Führen Sie zweistellige Sequenzialisierungen (e1 ;e2) auf Abstraktionen
und Applikationen zurück.

6.5.4 Konvention für die Spezifikation von Ausnahmen

Wenn wir den Typ einer Prozedur spezifizieren, die für bestimmte Argumente eine Aus-
nahme wirft, geben wir den entsprechenden Ausnahmekonstruktor oft wie folgt an:

hd : α list →α (∗ Empty ∗)

List.nth : α list ∗ int →α (∗ Subscript ∗)

6.5.5 Beispiel: Test auf Mehrfachauftreten

Wir wollen eine Prozedur schreiben, die testet, ob es in einer Liste ein Element gibt, das
mehrfach auftritt (z.B. 2 in [1,2,3,2,4]). Dazu verwenden wir einen sortierenden Algo-
rithmus, der auch bei langen Listen schnell zu einem Ergebnis führt.

Betrachten Sie die polymorphe Sortierprozedur in Abbildung 5.2 auf S. 101. Sie ver-
gleicht die Elemente einer Liste mit einer Vergleichsprozedur compare. Wir machen
die Beobachtung, dass es in einer Liste genau dann ein Mehrfachauftreten gibt, wenn
compare beim Sortieren der Liste mit dieser Prozedur mindestens einmal Equal liefert.
Wir bezeichnen diese Eigenschaft der polymorphen Sortierprozedur als Regularität.

Unser Test auf Mehrfachauftreten sortiert die zu testende Liste mit einer regulären Sor-
tierprozedur und einer maskierten Vergleichsprozedur, die eine Ausnahme Double wirft,
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Ausführungsreihenfolge
‣ StandardML schreibt eine strikte links-nach-rechts  

Ausführung vor 
Beispiel: 
wirft die Ausnahme Overflow. 

‣ Sequenzialisierungen sind Ausdrücke der Form 
 
 
(e1;…;en) ist syntaktischer Zucker für #n (e1,…,en)  
 
Beispiele:  
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test (fn () => raise Newer 6)

6 : int

fun fac n = if n<1 then 1 else n*fac(n-1)

val fac : int → int

fac 15

! Uncaught exception: Overflow

test (fn () => fac 15)

~1 : int

Eine Prozedur, die die Adjunktion (§ 2.7) zweier gemäß § 6.4.2 dargestellten Umgebun-
gen liefert, können wir wie folgt deklarieren:

fun adjoin env env’ x = env’ x handle Unbound => env x

val adjoin : (α→ β) → (α→ β) → α→ β

Da die Deklaration keine expliziten Hinweise darauf enthält, dass es sich bei env und
env′ um Umgebungen handelt, wird adjoin polymorph getypt. Die Adjunktion von Um-
gebungen erfolgt gemäß der Instanz env → env → env.

6.5.3 Ausführungsreihenfolge und Sequenzialisierung

Standard ML schreibt eine strikte links-nach-rechts Ausführung vor. Beispielsweise
müssen die Komponenten eines Tupel-Ausdrucks (e1, . . . ,en ) in der angegebenen Rei-
henfolge ausgeführt werden. Die Ausführung des Ausdrucks

(raise Overflow, raise Subscript)

muss also die Ausnahme Overflow werfen.

Beim Programmieren mit Ausnahmen sind manchmal Ausdrücke der Form

( 〈Ausdruck 〉 ; . . . ; 〈Ausdruck 〉 )

hilfreich. Solche Ausdrücke werden als Sequenzialisierungen bezeichnet. Eine Sequen-
zialisierung (e1 ; . . . ;en) wird ausgeführt, indem die Teilausdrücke e1, . . . ,en in der angege-
benen Reihenfolge ausgeführt werden. Wenn die Ausführung aller Teilausdrücke regulär
terminiert, wird der Wert des letzten Teilausdrucks en geliefert. Hier sind Beispiele:

(5 ; 7)

7 : int

(raise New ; 7)

! Uncaught exception: New

Ein typisches Beispiel für die Verwendung von Sequenzialisierungen beim Programmie-
ren mit Ausnahmen ist die folgende Prozedur, die testet, ob die Multiplikation zweier
Zahlen zu einem Überlauf führt:
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muss also die Ausnahme Overflow werfen.

Beim Programmieren mit Ausnahmen sind manchmal Ausdrücke der Form

( 〈Ausdruck 〉 ; . . . ; 〈Ausdruck 〉 )

hilfreich. Solche Ausdrücke werden als Sequenzialisierungen bezeichnet. Eine Sequen-
zialisierung (e1 ; . . . ;en) wird ausgeführt, indem die Teilausdrücke e1, . . . ,en in der angege-
benen Reihenfolge ausgeführt werden. Wenn die Ausführung aller Teilausdrücke regulär
terminiert, wird der Wert des letzten Teilausdrucks en geliefert. Hier sind Beispiele:

(5 ; 7)

7 : int

(raise New ; 7)

! Uncaught exception: New

Ein typisches Beispiel für die Verwendung von Sequenzialisierungen beim Programmie-
ren mit Ausnahmen ist die folgende Prozedur, die testet, ob die Multiplikation zweier
Zahlen zu einem Überlauf führt:
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Fangen von Ausnahmen
‣ Ausnahmen werden mit Handle-Ausdrücken gefangen: 
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(Overflow, New, Newer)

(Overflow, New, fn) : exn * exn * (int → exn)

fun test New = 0

| test (Newer x) = x

| test _ = ~1

val test : exn → int

test Overflow

~1 : int

test (Newer 13)

13 : int

6.5.1 Werfen von Ausnahmen

Mit einem Ausdruck der Form

raise 〈Ausdruck 〉

können Ausnahmen geworfen werden. Der auf das Schlüsselwort raise folgende Aus-
druck muss dabei den Typ exn haben. Hier ist ein Beispiel:

raise New

!Uncaught exception: New

Da Raise-Ausdrücke keinen Wert liefern, können sie jeden Typ annehmen:

fun f x y = if x then y else raise New

val f : bool→α→α

6.5.2 Fangen von Ausnahmen

Wenn die Auswertung eines Ausdrucks terminiert, liefert sie entweder einen Wert oder
wirft eine Ausnahme. Mit Ausdrücken der Form

〈Ausdruck 〉 handle 〈Regel〉 | . . . | 〈Regel 〉

können geworfene Ausnahmen mithilfe von Regeln gefangen werden:

(raise New) handle New => ()

() : unit

(raise Newer 7) handle Newer x => x

7 : int

fun test f = f() handle Newer x => x | Overflow => ~1

val test : (unit → int) → int
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test (fn () => raise Newer 6)

6 : int

fun fac n = if n<1 then 1 else n*fac(n-1)

val fac : int → int

fac 15

! Uncaught exception: Overflow

test (fn () => fac 15)

~1 : int

Eine Prozedur, die die Adjunktion (§ 2.7) zweier gemäß § 6.4.2 dargestellten Umgebun-
gen liefert, können wir wie folgt deklarieren:

fun adjoin env env’ x = env’ x handle Unbound => env x

val adjoin : (α→ β) → (α→ β) → α→ β

Da die Deklaration keine expliziten Hinweise darauf enthält, dass es sich bei env und
env′ um Umgebungen handelt, wird adjoin polymorph getypt. Die Adjunktion von Um-
gebungen erfolgt gemäß der Instanz env → env → env.
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Frage

Die Prozedur f sei wie folgt deklariert: 
fun f x = if (x < 0) then 1 else 2 div x  
     handle Div => 3 handle Empty => 4  
Was ist das Ergebnis von f 0? 

‣ 1 

‣ 2 

‣ 3 

‣ 4

╳

╳

╳

✓
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exception Double;

fun mask compare p = case compare p of  
     EQUAL => raise Double | v => v

fun testDouble compare xs =  
    (pisort (mask compare) xs; false)  
    handle Double => true;

Beispiel: Test auf Mehrfachauftreten
126 6 Konstruktoren und Ausnahmen

exception Double

fun mask compare p = case compare p of

EQUAL => raise Double | v => v

fun testDouble compare xs =

(List.sort (mask compare) xs ; false)

handle Double => true

val testDouble : (α * α→ order) → α list → bool

Abbildung 6.1: Test auf Mehrfachauftreten

sobald ein Vergleich das Ergebnis EQUAL liefert. Also enthält eine Liste genau dann ein
Mehrfachauftreten, wenn beim Sortieren die Ausnahme Double geworfen wird. Wir rea-
lisieren diesen Algorithmus mit der in Abbildung 6.1 gezeigten Prozedur testDouble.

Aufgabe 6.14 Schreiben Sie die Prozedur testDouble aus Abbildung 6.1 so um, dass die
Ausnahme Double und die Hilfsprozedur mask mithilfe eines Let-Ausdrucks lokal dekla-
riert werden.

Aufgabe 6.15 Die Prozedur testDouble testet auch sehr lange Listen schnell auf Mehr-
fachauftreten. Schreiben Sie einen Test auf Mehrfachauftreten, der ohne Sortieren ar-
beitet, und überzeugen Sie sich mit der Liste [1, . . . ,10000] davon, dass testDouble sehr
viel schneller ist. Daran ändert sich auch nichts, wenn Sie statt List.sort eine selbstge-
schriebene Sortierprozedur verwenden, die durch Mischen sortiert.

6.6 Typkonstruktoren

Betrachten Sie die parametrisierte Typdeklaration

datatype ’a mylist = Nil | Cons of ’a * ’a mylist

Diese deklariert einen Typkonstruktor mylist, der für jeden Typ t einen Typ t mylist lie-
fert. Die Werte der Typen t mylist werden mit den polymorphen Konstruktoren

Nil : α mylist
Cons : α∗α mylist →α mylist

gebildet. Das Gespann aus mylist, Nil und Cons liefert eine Datenstruktur, die der ein-
gebauten Datenstruktur für Listen entspricht.

Aufgabe 6.16 Schreiben Sie eine Prozedur

append : α mylist →α mylist →α mylist

die zwei gemäß des Typkonstruktors mylist dargestellte Listen konkateniert.
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Adjunktion

exception Unbound

fun adjoin oldenv newenv x = newenv x 
                  handle Unbound => oldenv x  

Beispiel: 

fun umgebung1 s = if s=“banane” then 2 else
                  if s=“apfel” then 4 else
                  raise Unbound

fun umgebung2 s = if s=“aprikose” then 6 else  
                  if s=“banane” then 3 else  
                  raise Unbound  
 
val umgebung3 = adjoin umgebung1 umgebung2  
 

216.73.216.7



‣ Der Typkonstruktor option ist vordeklariert: 
 

‣ Die mit option beschriebenen Typen heißen Optionstypen, ihre 
Werte Optionen. 

‣ Die mit SOME konstruierten Optionen heißen eingelöst,  
die mit NONE konstruierten Optionen heißen uneingelöst. 

 

Optionen
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6.7 Optionen
Wir kommen jetzt zu dem vordeklarierten Typkonstruktor option:

datatype ’a option = NONE | SOME of ’a

Die mit option beschreibbaren Typen werden als Optionstypen bezeichnet, und ihre
Werte als Optionen. Die mit SOME konstruierten Optionen werden als eingelöst be-
zeichnet und die mit NONE konstruierten als uneingelöst.

Als Beispiel für die Verwendung von Optionen betrachten wir eine Prozedur nth, die das
n-te Element einer Liste liefert:

fun nth _ nil = NONE

| nth n (x::xr) = if n<1 then SOME x else nth (n-1) xr

val nth : int → α list → α option

nth 2 [3,4,5]

SOME 5 : int option

nth 3 [3,4,5]

NONE : int option

Optionen stellen also eine Alternative zu Ausnahmen dar. Durch die Verwendung von
Optionen wird der mögliche Ausnahmefall im Ergebnistyp der Prozedur als Option
sichtbar.

Die vordeklarierte Prozedur

fun valOf (SOME x) = x

| valOf NONE = raise Option.Option

val valOf : α option → α

erlaubt den bequemen Zugriff auf eingelöste Optionen:

valOf (nth 2 [3,4,5])

5 : int

Die vordeklarierte Prozedur

fun isSome NONE = false

| isSome (SOME _) = true

val isSome : α option → bool

testet, ob es sich bei einer Option um eine eingelöste Option handelt.

Der vordeklarierte Bezeichner Int.minInt ist an eine Option gebunden, die Auskunft
über die kleinste darstellbare ganze Zahl gibt:

Int.minInt

SOME ~1073741824 : int option
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‣ valOf: 
 
 
 

 
 

‣ isSome: 
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fun findDouble compare xs = let

   exception Double of 'a

   fun compare' (x,y) = case compare (x,y) of

         EQUAL => raise Double x | v => v

   in

      (pisort compare' xs; NONE)

      handle Double x => SOME x

   end  

Beispiel: Test auf Mehrfachauftreten
128 6 Konstruktoren und Ausnahmen

fun findDouble compare xs = let

exception Double of ’a

fun compare’ (x,y) = case compare (x,y) of

EQUAL => raise Double x | v => v

in

(List.sort compare’ xs ; NONE)

handle Double x => SOME x

end

val findDouble : (α * α→ order) → α list → α option

Abbildung 6.2: Suche eines Mehrfachauftretens

Wenn Int.minInt an die uneingelöste Option gebunden ist, bedeutet das, dass der In-
terpreter beliebig kleine Zahlen darstellen kann. Analog gibt es den vordeklarierten Be-
zeichner Int.maxInt, dessen Wert Auskunft über die größte darstellbare ganze Zahl gibt:

Int.maxInt

SOME 1073741823 : int option

valOf Int.minInt + valOf Int.maxInt

~1 : int

Wir wenden uns jetzt nochmals dem in § 6.5.5 behandelten Test auf Mehrfachauftre-
ten zu. Wir wollen den Test so modifizieren, dass er als Ergebnis eine Option liefert, die
im Erfolgsfall mit einem mehrfach auftretenden Element der Liste eingelöst ist. Dazu
werfen wir bei der Entdeckung eines mehrfach auftretenden Elements eine mit einem
einstelligen Ausnahmekonstruktor gebildete Ausnahme, die den gefundenen Wert ent-
hält. Abbildung 6.2 zeigt die Realisierung einer entsprechenden Prozedur. Der Ausnah-
mekonstruktor Double wird dabei mit einer Typvariable deklariert, damit die Prozedur
polymorph getypt werden kann.

Aufgabe 6.17 Schreiben Sie eine Prozedur last : α list →α option, die das letzte Element
einer Liste liefert.

Bemerkungen

Konstruktoren und die entsprechenden Typen dienen dazu, die mit Tupeln verbunde-
nen Ausdrucksmöglichkeiten im Rahmen einer getypten Programmiersprache verfüg-
bar zu machen. Mit den uns jetzt zur Verfügung stehenden programmiersprachlichen
Ausdrucksmitteln können wir ein reiches Repertoire an Datenstrukturen und Algorith-
men realisieren. Vorerst werden wir keine weiteren programmiersprachlichen Konstruk-
te benötigen.
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Kapitel 7 
Bäume

7 Bäume

Viele der für die Programmierung wichtigen Objekte haben einen baumartigen Aufbau.
Dazu gehören geschachtelte Tupel, Ausdrücke und Listen:

()

7 ()

2 true

−3

−

∗

2 x

3

::

1 ::

2 nil

Wir führen jetzt ein Standardmodell ein, mit dem wir den Begriff des baumartigen Ob-
jekts erklären und die für solche Objekte üblichen Sprechweisen definieren werden. Die
Objekte des Standardmodells bezeichnen wir als Bäume.

Wir realisieren das Standardmodell durch ein Programm. Damit bekommen wir eine
formale Beschreibung des Standardmodells, die die Objekte und Begriffe des Modells
bis ins letzte Detail festlegt. Darüber hinaus liefert uns das Programm ein ausführbares
Modell, mit dem wir nach Belieben experimentieren können.

7.1 Reine Bäume
Wir beginnen mit einer besonders einfachen Klasse von Bäumen, die wir als reine Bäu-
me bezeichnen. Reine Bäume werden gemäß einer rekursiven Konstruktionsvorschrift
gebildet: Wenn t1, . . . , tn reine Bäume sind, dann ist die Liste [t1, . . . , tn] ein reiner Baum.
Reine Bäume sind also ineinander geschachtelte Listen. Der einfachste reine Baum ist
die leere Liste. Ausgehend von der leeren Liste können dann komplexere reine Bäume
gebildet werden. In Standard ML stellen wir reine Bäume gemäß der folgenden Typde-
klaration dar:

datatype tree = T of tree list

Hier sind Beispiele für reine Bäume:

val t1 = T[]

val t2 = T[t1, t1, t1]

val t3 = T[T[t2], t1, t2]

Diese Bäume können wir wie in Abbildung 7.1 gezeigt grafisch darstellen. Gemäß un-
serem bisherigem Sprachgebrauch handelt es sich bei der grafischen Darstellung eines
Baums um die „Baumdarstellung“ des Baums.
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‣ Atomarer Baum: der atomare Baum wird dargestellt als ein 
einzelner Knoten: 
  
                                                                       
    

‣ Zusammengesetzte Bäume: die grafische Darstellung der 
Unterbäume t1, …, tn wird durch n Kanten mit einem Knoten 
verbunden.  
 
 
         

Grafische Darstellung
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•

t1 = T []

•

• • •

t2= T [t1, t1, t1]

•

•

•

• • •

• •

• • •

t3 = T [T [t2], t1, t2]

Abbildung 7.1: Grafische Darstellung reiner Bäume

Da wir in diesem Abschnitt nur reine Bäume betrachten, werden wir sie im Folgenden
einfach als Bäume bezeichnen.

Die grafische Darstellung von Bäumen ist sehr hilfreich für das Verständnis von Bäu-
men. Die grafische Darstellung eines Baums T [t1, . . . , tn] erhält man, indem man die gra-
fischen Darstellungen der Unterbäume t1, . . . , tn mit einem Knoten • und n als Kanten
bezeichneten Strichen verbindet:

•

t1 tn. . .

Der oberste Knoten der grafischen Darstellung eines Baums wird als Wurzel bezeichnet.
Knoten, von denen keine Kante zu einem tiefer liegenden Knoten führt, werden als Blät-
ter bezeichnet. Knoten, die keine Blätter sind, werden als innere Knoten bezeichnet.

Als Beispiel betrachten wir die grafische Darstellung des Baums t3 in Abbildung 7.1. Sie
besteht aus 11 Knoten und 10 Kanten. Bei 7 der Knoten handelt es sich um Blätter, die
restlichen 4 sind innere Knoten.

Generell gilt für die Darstellung eines Baums, dass sie mindestens einen Knoten enthält.
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Aufgabe 7.1 Schreiben Sie eine Prozedur compound : tree → bool, die testet, ob ein
Baum zusammengesetzt ist.
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‣ Idee:  “Ein Baum ist die Liste seiner Unterbäume.” 
‣ In ML:  

 

‣ Beispiele: 
 

Reine Bäume

7 Bäume

Viele der für die Programmierung wichtigen Objekte haben einen baumartigen Aufbau.
Dazu gehören geschachtelte Tupel, Ausdrücke und Listen:

()

7 ()

2 true

−3

−

∗

2 x

3

::

1 ::

2 nil

Wir führen jetzt ein Standardmodell ein, mit dem wir den Begriff des baumartigen Ob-
jekts erklären und die für solche Objekte üblichen Sprechweisen definieren werden. Die
Objekte des Standardmodells bezeichnen wir als Bäume.

Wir realisieren das Standardmodell durch ein Programm. Damit bekommen wir eine
formale Beschreibung des Standardmodells, die die Objekte und Begriffe des Modells
bis ins letzte Detail festlegt. Darüber hinaus liefert uns das Programm ein ausführbares
Modell, mit dem wir nach Belieben experimentieren können.

7.1 Reine Bäume
Wir beginnen mit einer besonders einfachen Klasse von Bäumen, die wir als reine Bäu-
me bezeichnen. Reine Bäume werden gemäß einer rekursiven Konstruktionsvorschrift
gebildet: Wenn t1, . . . , tn reine Bäume sind, dann ist die Liste [t1, . . . , tn] ein reiner Baum.
Reine Bäume sind also ineinander geschachtelte Listen. Der einfachste reine Baum ist
die leere Liste. Ausgehend von der leeren Liste können dann komplexere reine Bäume
gebildet werden. In Standard ML stellen wir reine Bäume gemäß der folgenden Typde-
klaration dar:

datatype tree = T of tree list

Hier sind Beispiele für reine Bäume:

val t1 = T[]

val t2 = T[t1, t1, t1]

val t3 = T[T[t2], t1, t2]

Diese Bäume können wir wie in Abbildung 7.1 gezeigt grafisch darstellen. Gemäß un-
serem bisherigem Sprachgebrauch handelt es sich bei der grafischen Darstellung eines
Baums um die „Baumdarstellung“ des Baums.
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Da wir in diesem Abschnitt nur reine Bäume betrachten, werden wir sie im Folgenden
einfach als Bäume bezeichnen.

Die grafische Darstellung von Bäumen ist sehr hilfreich für das Verständnis von Bäu-
men. Die grafische Darstellung eines Baums T [t1, . . . , tn] erhält man, indem man die gra-
fischen Darstellungen der Unterbäume t1, . . . , tn mit einem Knoten • und n als Kanten
bezeichneten Strichen verbindet:

•

t1 tn. . .

Der oberste Knoten der grafischen Darstellung eines Baums wird als Wurzel bezeichnet.
Knoten, von denen keine Kante zu einem tiefer liegenden Knoten führt, werden als Blät-
ter bezeichnet. Knoten, die keine Blätter sind, werden als innere Knoten bezeichnet.

Als Beispiel betrachten wir die grafische Darstellung des Baums t3 in Abbildung 7.1. Sie
besteht aus 11 Knoten und 10 Kanten. Bei 7 der Knoten handelt es sich um Blätter, die
restlichen 4 sind innere Knoten.

Generell gilt für die Darstellung eines Baums, dass sie mindestens einen Knoten enthält.
Außerdem ist die Anzahl der Kanten immer um eins kleiner als die Anzahl der Knoten,
da wir jedem Knoten, der verschieden von der Wurzel ist, die von oben auf ihn zeigende
Kante zuordnen können.

Der Baum T [] wird als atomar bezeichnet. Alle anderen Bäume werden als zusammen-
gesetzt bezeichnet. Es gibt also genau einen atomaren Baum.

Wir wollen kurz erklären, wo die Bezeichnung Baum herkommt. Wenn wir die grafische
Darstellung eines reinen Baums um 180 Grad drehen, bekommen wir ein Bild, das an
einen sich verzweigenden natürlichen Baum erinnert. Dem Begriff des Stammbaums
liegt übrigens dieselbe bildhafte Vorstellung zugrunde.

Aufgabe 7.1 Schreiben Sie eine Prozedur compound : tree → bool, die testet, ob ein
Baum zusammengesetzt ist.

Aufgabe 7.2 Zeichnen Sie die Darstellung des Baums T [t2, t1, t2].
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Frage

Wieviele Knoten hat der Baum T[T[T[],T[]],T[]] ? 

‣ 1 

‣ 2 

‣ 3 

‣ 4 

‣ 5

╳

╳

╳

╳

✓
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‣Die Stelligkeit des Baums T[t1, …, tn] ist die Zahl n. 

‣Die Unterbäume des Baums T[t1, …, tn]  
sind die Bäume t1, …, tn. 

‣ Beispiel: 
 
 
 
 
 
Unterbäume von t3:   T[t2], t1, t2 
Unterbäume von t2:   t1 
Unterbäume von t1:   keine Unterbäume 

Unterbäume (direct subtrees)
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‣Wenn t ein Baum ist, dann ist t ein Teilbaum von t. 

‣Wenn t’ ein Unterbaum von t ist,  
dann ist jeder Teilbaum von t’ ein Teilbaum von t. 

‣Beispiel: 
 
 
 
 
 
 
 
 

Teilbäume (subtrees)

Teilbäume von t3:   t3, T[t2], t1, t2 
Teilbäume von t2:   t2, t1 
Teilbäume von t1:   t1 
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‣ t1 tritt dreimal als Teilbaum von t2 auf. 

‣ t2 tritt zweimal als Teilbaum von t3 auf. 

Auftreten von Teilbäumen
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‣ Ein Baum heißt linear wenn jeder seiner zusammengesetzten 
Teilbäume einstellig ist. 

‣ Ein Baum heißt binär wenn jeder seiner zusammengesetzten 
Teilbäume zweistellig ist. 

‣ Beispiele: 

Lineare vs. binäre Bäume

7.2 Teilbäume 135

7.2 Teilbäume
Da die Unterbäume eines Baums wieder mit Unterbäumen gebildet sein können, ist es
sinnvoll, von den Teilbäumen eines Baums zu sprechen. Wir definieren Teilbäume wie
folgt:

1. Wenn t ein Baum ist, dann ist t ein Teilbaum von t .

2. Wenn t ′ ein Unterbaum eines Baums t ist, dann ist jeder Teilbaum von t ′ ein Teil-
baum von t .

Hier ist eine Prozedur, die zu einem Baum t und zu einem Baum t ′ testet, ob t ein Teil-
baum von t ′ ist:

fun subtree t (T ts) = (t = T ts) orelse

List.exists (subtree t) ts

val subtree : tree → tree → bool

subtree (T[t2]) t3

true : bool

subtree t3 t2

false : bool

Wir unterscheiden zwischen Teilbäumen und ihren Auftreten in einem Baum. Beispiels-
weise tritt der Baum t1 dreimal als Teilbaum von t2 auf, und t2 tritt zweimal als Teilbaum
von t3 auf (siehe Abbildung 7.1 auf S. 132). Die Auftreten der Teilbäume eines Baums
entsprechen genau den Knoten der grafischen Darstellung des Baums. Damit übertra-
gen sich die Sprechweisen für Knoten auf die Auftreten von Teilbäumen. Hier ist eine
Prozedur, die zählt, wie oft ein Baum in einem Baum als Teilbaum auftritt:

fun count t (T ts) = if (t= T ts) then 1

else foldl op+ 0 (map (count t) ts)

val count : tree → tree → int

count t1 t3

7 : int

Ein Baum heißt linear, wenn jeder seiner zusammengesetzten Teilbäume einstellig ist.
Ein Baum heißt binär, wenn jeder seiner zusammengesetzten Teilbäume zweistellig ist.
Hier sind drei Beispiele:

•

•

•

•

•

• •

•

• •

•

•

•

•

• •

Der linke Baum ist linear, der mittlere Baum ist binär, und der rechte Baum ist weder
linear noch binär.

Hier ist eine Prozedur, die testet, ob ein Baum linear ist:
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else foldl op+ 0 (map (count t) ts)

val count : tree → tree → int

count t1 t3

7 : int

Ein Baum heißt linear, wenn jeder seiner zusammengesetzten Teilbäume einstellig ist.
Ein Baum heißt binär, wenn jeder seiner zusammengesetzten Teilbäume zweistellig ist.
Hier sind drei Beispiele:

•

•

•

•

•

• •

•

• •

•

•

•

•

• •

Der linke Baum ist linear, der mittlere Baum ist binär, und der rechte Baum ist weder
linear noch binär.

Hier ist eine Prozedur, die testet, ob ein Baum linear ist:
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7.2 Teilbäume
Da die Unterbäume eines Baums wieder mit Unterbäumen gebildet sein können, ist es
sinnvoll, von den Teilbäumen eines Baums zu sprechen. Wir definieren Teilbäume wie
folgt:

1. Wenn t ein Baum ist, dann ist t ein Teilbaum von t .

2. Wenn t ′ ein Unterbaum eines Baums t ist, dann ist jeder Teilbaum von t ′ ein Teil-
baum von t .

Hier ist eine Prozedur, die zu einem Baum t und zu einem Baum t ′ testet, ob t ein Teil-
baum von t ′ ist:

fun subtree t (T ts) = (t = T ts) orelse

List.exists (subtree t) ts

val subtree : tree → tree → bool

subtree (T[t2]) t3

true : bool

subtree t3 t2

false : bool

Wir unterscheiden zwischen Teilbäumen und ihren Auftreten in einem Baum. Beispiels-
weise tritt der Baum t1 dreimal als Teilbaum von t2 auf, und t2 tritt zweimal als Teilbaum
von t3 auf (siehe Abbildung 7.1 auf S. 132). Die Auftreten der Teilbäume eines Baums
entsprechen genau den Knoten der grafischen Darstellung des Baums. Damit übertra-
gen sich die Sprechweisen für Knoten auf die Auftreten von Teilbäumen. Hier ist eine
Prozedur, die zählt, wie oft ein Baum in einem Baum als Teilbaum auftritt:

fun count t (T ts) = if (t= T ts) then 1

else foldl op+ 0 (map (count t) ts)

val count : tree → tree → int

count t1 t3

7 : int

Ein Baum heißt linear, wenn jeder seiner zusammengesetzten Teilbäume einstellig ist.
Ein Baum heißt binär, wenn jeder seiner zusammengesetzten Teilbäume zweistellig ist.
Hier sind drei Beispiele:

•

•

•

•

•

• •

•

• •

•

•

•

•

• •

Der linke Baum ist linear, der mittlere Baum ist binär, und der rechte Baum ist weder
linear noch binär.

Hier ist eine Prozedur, die testet, ob ein Baum linear ist:
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Frage

Welche der folgenden Aussagen sind korrekt? 

‣ Der atomare Baum ist linear. 

‣ Ein Unterbaum ist immer auch ein Teilbaum. 

‣ Ein Teilbaum ist immer auch ein Unterbaum. 

‣ Ein Baum hat mindestens so viele Blätter wie  
jeder seiner Teilbäume. 

╳

✓
✓

✓
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‣ Stelligkeit: 
 

‣ kter Unterbaum: 
 

‣ Test auf lineare Bäume: 
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Aufgabe 7.3 Geben Sie Ausdrücke an, die Bäume mit den unten gezeigten grafischen
Darstellungen beschreiben. Dabei können Sie die oben deklarierten Bezeichner t1 und
t2 verwenden.

•

•

•

•

•

• •

•

•

•

•

• • •

• • •

• • •

Aufgabe 7.4 Sei die grafische Darstellung eines Baums gegeben. Nehmen Sie an, dass
die Darstellung n ≥ 1 Kanten enthält und beantworten Sie die folgenden Fragen:

a) Wie viele Knoten enthält die Darstellung mindestens/höchstens?

b) Wie viele Blätter enthält die Darstellung mindestens/höchstens?

c) Wie viele innere Knoten enthält die Darstellung mindestens/höchstens?

7.1.1 Unterbäume

Sei t = T [t1, . . . , tn] ein Baum. Dann bezeichnen wir die Zahl n als die Stelligkeit von t
und t1, . . . , tn als die Unterbäume von t . Darüber hinaus bezeichnen wir tk als den k-
ten Unterbaum von t (für k ∈ {1, . . . ,n}). Hier sind Prozeduren, die die Stelligkeit und die
Unterbäume eines Baums liefern:

fun arity (T ts) = length ts

val arity : tree → int

arity t3

3 : int

fun dst (T ts) k = List.nth(ts, k-1)

val dst : tree → int → tree

dst t3 3

T[T[], T[], T[]] : tree

Die Prozedur dst liefert zu einem Baum t und einer positiven Zahl k den k-ten Un-
terbaum von t . Die Unterbäume werden dabei wie oben vereinbart mit 1 beginnend
durchnummeriert. Wenn der Baum keinen k-ten Unterbaum hat, wird die Ausnahme
Subscript geworfen. Der Bezeichner dst steht für direct subtree, der englischen Bezeich-
nung für Unterbaum.

7.1.2 Gestalt arithmetischer Ausdrücke

Die arithmetischen Ausdrücke aus § 6.4

datatype exp = C of int | V of int | A of exp*exp | M of exp*exp

lassen sich als Bäume auffassen, deren Knoten mit zusätzlichen Informationen versehen
sind. Dabei liefern die Konstruktoren C und V nullstellige und die Konstruktoren A und
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val dst : tree → int → tree
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Die Prozedur dst liefert zu einem Baum t und einer positiven Zahl k den k-ten Un-
terbaum von t . Die Unterbäume werden dabei wie oben vereinbart mit 1 beginnend
durchnummeriert. Wenn der Baum keinen k-ten Unterbaum hat, wird die Ausnahme
Subscript geworfen. Der Bezeichner dst steht für direct subtree, der englischen Bezeich-
nung für Unterbaum.

7.1.2 Gestalt arithmetischer Ausdrücke

Die arithmetischen Ausdrücke aus § 6.4

datatype exp = C of int | V of int | A of exp*exp | M of exp*exp
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Erste Prozeduren

7 Bäume

Viele der für die Programmierung wichtigen Objekte haben einen baumartigen Aufbau.
Dazu gehören geschachtelte Tupel, Ausdrücke und Listen:

()

7 ()

2 true

−3

−

∗

2 x

3

::

1 ::

2 nil

Wir führen jetzt ein Standardmodell ein, mit dem wir den Begriff des baumartigen Ob-
jekts erklären und die für solche Objekte üblichen Sprechweisen definieren werden. Die
Objekte des Standardmodells bezeichnen wir als Bäume.

Wir realisieren das Standardmodell durch ein Programm. Damit bekommen wir eine
formale Beschreibung des Standardmodells, die die Objekte und Begriffe des Modells
bis ins letzte Detail festlegt. Darüber hinaus liefert uns das Programm ein ausführbares
Modell, mit dem wir nach Belieben experimentieren können.

7.1 Reine Bäume
Wir beginnen mit einer besonders einfachen Klasse von Bäumen, die wir als reine Bäu-
me bezeichnen. Reine Bäume werden gemäß einer rekursiven Konstruktionsvorschrift
gebildet: Wenn t1, . . . , tn reine Bäume sind, dann ist die Liste [t1, . . . , tn] ein reiner Baum.
Reine Bäume sind also ineinander geschachtelte Listen. Der einfachste reine Baum ist
die leere Liste. Ausgehend von der leeren Liste können dann komplexere reine Bäume
gebildet werden. In Standard ML stellen wir reine Bäume gemäß der folgenden Typde-
klaration dar:

datatype tree = T of tree list

Hier sind Beispiele für reine Bäume:

val t1 = T[]

val t2 = T[t1, t1, t1]

val t3 = T[T[t2], t1, t2]

Diese Bäume können wir wie in Abbildung 7.1 gezeigt grafisch darstellen. Gemäß un-
serem bisherigem Sprachgebrauch handelt es sich bei der grafischen Darstellung eines
Baums um die „Baumdarstellung“ des Baums.
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fun linear (T nil) = true

| linear (T [t]) = linear t

| linear _ = false

val linear : tree → bool

Aufgabe 7.9 Geben Sie einen Baum mit 5 Knoten an, der genau zwei Teilbäume hat. Wie
viele solche Bäume gibt es?

Aufgabe 7.10 Schreiben Sie eine Prozedur binary : tree → bool, die testet, ob ein Baum
binär ist.

Aufgabe 7.11 Schreiben Sie eine Prozedur tree : int → tree, die für n ≥ 0 binäre Bäume
wie folgt liefert:

•

n = 0

•

• •

n = 1

•

•

• •

•

• •

n = 2

•

•

•

• •

•

• •

•

•

• •

•

• •

n = 3

Achten Sie darauf, dass die identischen Unterbäume der zweistelligen Teilbäume jeweils
nur einmal berechnet werden. Das sorgt dafür, dass Ihre Prozedur auch für n = 1000
schnell ein Ergebnis liefert. Verwenden Sie die Prozedur iter aus § 3.4.

Aufgabe 7.12 (Spiegeln) Spiegeln reversiert die Ordnung der Unterbäume der Teilbäu-
me eines Baums:

•

•

• •

•

•

• =⇒

•

•

•

•

•

•

•

Schreiben Sie eine Prozedur mirror : tree → tree, die Bäume spiegelt.

7.3 Adressen
In der grafischen Darstellung eines Baums kann jeder Knoten durch eine als Adresse
bezeichnete Liste beschrieben werden, die besagt, wie man von der Wurzel zu diesem
Knoten gelangt:

•

•

•

• • •

• •

• • •

[]

[1]

[1,1]

[1,1,1] [1,1,2] [1,1,3]

[2] [3]

[3,1] [3,2] [3,3]
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‣ Idee: Wir berechnen den Wert für einen Baum 
rekursiv aus den Werten der Unterbäume 
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•

t1 = T []

•

• • •

t2= T [t1, t1, t1]

•

•

•

• • •

• •

• • •

t3 = T [T [t2], t1, t2]

Abbildung 7.1: Grafische Darstellung reiner Bäume

Da wir in diesem Abschnitt nur reine Bäume betrachten, werden wir sie im Folgenden
einfach als Bäume bezeichnen.

Die grafische Darstellung von Bäumen ist sehr hilfreich für das Verständnis von Bäu-
men. Die grafische Darstellung eines Baums T [t1, . . . , tn] erhält man, indem man die gra-
fischen Darstellungen der Unterbäume t1, . . . , tn mit einem Knoten • und n als Kanten
bezeichneten Strichen verbindet:

•

t1 tn. . .

Der oberste Knoten der grafischen Darstellung eines Baums wird als Wurzel bezeichnet.
Knoten, von denen keine Kante zu einem tiefer liegenden Knoten führt, werden als Blät-
ter bezeichnet. Knoten, die keine Blätter sind, werden als innere Knoten bezeichnet.

Als Beispiel betrachten wir die grafische Darstellung des Baums t3 in Abbildung 7.1. Sie
besteht aus 11 Knoten und 10 Kanten. Bei 7 der Knoten handelt es sich um Blätter, die
restlichen 4 sind innere Knoten.

Generell gilt für die Darstellung eines Baums, dass sie mindestens einen Knoten enthält.
Außerdem ist die Anzahl der Kanten immer um eins kleiner als die Anzahl der Knoten,
da wir jedem Knoten, der verschieden von der Wurzel ist, die von oben auf ihn zeigende
Kante zuordnen können.

Der Baum T [] wird als atomar bezeichnet. Alle anderen Bäume werden als zusammen-
gesetzt bezeichnet. Es gibt also genau einen atomaren Baum.

Wir wollen kurz erklären, wo die Bezeichnung Baum herkommt. Wenn wir die grafische
Darstellung eines reinen Baums um 180 Grad drehen, bekommen wir ein Bild, das an
einen sich verzweigenden natürlichen Baum erinnert. Dem Begriff des Stammbaums
liegt übrigens dieselbe bildhafte Vorstellung zugrunde.

Aufgabe 7.1 Schreiben Sie eine Prozedur compound : tree → bool, die testet, ob ein
Baum zusammengesetzt ist.

Aufgabe 7.2 Zeichnen Sie die Darstellung des Baums T [t2, t1, t2].
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Kante zuordnen können.

Der Baum T [] wird als atomar bezeichnet. Alle anderen Bäume werden als zusammen-
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Wir wollen kurz erklären, wo die Bezeichnung Baum herkommt. Wenn wir die grafische
Darstellung eines reinen Baums um 180 Grad drehen, bekommen wir ein Bild, das an
einen sich verzweigenden natürlichen Baum erinnert. Dem Begriff des Stammbaums
liegt übrigens dieselbe bildhafte Vorstellung zugrunde.
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‣ Idee: Wir berechnen den Wert für einen Baum 
aus einer rekursiv berechneten Liste der Werte  
der Unterbäume 

‣ Idee: Benutze map, um die Prozedur rekursiv auf die Unterbäume 
anzuwenden 

‣ Idee: Benutze Faltung, um aus der Liste der Werte der Unterbäume 
den Wert für den Baum zu berechnen. 

Anzahl der Knoten in einem Baum
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ein Nachfolger von a ist, und a ist a′ übergeordnet genau dann, wenn a′ a untergeordnet
ist.

Proposition 7.3 Sei t ein Baum. Dann haben alle Knoten außer der Wurzel genau einen
Vorgänger, die Wurzel hat keinen Vorgänger.

Aufgabe 7.18 Zeichnen Sie einen Baum mit mindestens zwei Knoten a und a′, sodass a
a′ übergeordnet ist, aber a nicht der Vorgänger von a′ ist.

Aufgabe 7.19 Schreiben Sie eine Prozedur pred : int list → int list → bool, die für zwei
Adressen a und a′ testet, ob es einen Baum gibt, in dem a den Vorgänger des durch
a′ bezeichneten Knoten bezeichnet.

Aufgabe 7.20 Schreiben Sie eine Prozedur superior : int list → int list → bool, die für
zwei Adressen a und a′ testet, ob es einen Baum gibt, in dem a einen Knoten bezeichnet,
der dem durch a′ bezeichneten Knoten übergeordnet ist.

7.4 Größe und Tiefe
Die Größe eines Baums definieren wir als die Anzahl seiner Knoten. Beispielsweise hat
der Baum t2 in Abbildung 7.1 auf S. 132 die Größe 4.

Wir wollen eine Prozedur size : tree → int schreiben, die die Größe eines Baums be-
stimmt. Dafür benötigen wir Rekursionsgleichungen. Unser Ausgangspunkt ist die Glei-
chung

size(T [t1, . . . , tn]) = 1+ size t1 +···+ size tn

die besagt, dass die Größe eines Baums gleich eins plus die Summe der Größen seiner
Unterbäume ist. Diese Gleichung eignet sich als Rekursionsgleichung, da die Unterbäu-
me kleiner als der daraus gebildete Baum sind. Die durch die Punkt-Punkt-Notation be-
schriebene Rekursion über die Unterbaumliste realisieren wir mit den Prozeduren foldl
und map:

fun size (T ts) = foldl op+ 1 (map size ts)

val size : tree → int

size t3

11 : int

Machen Sie sich an einem Beispiel klar, dass der Rekursionsbaum (siehe § 5.4) für einen
Prozeduraufruf size t dieselbe Form hat wie der Argumentbaum t , da für jeden Knoten
von t genau ein Aufruf von size erforderlich ist.

Die Tiefe eines Baums definieren wir als die maximale Länge der für ihn gültigen Adres-
sen. Anschaulich gesprochen ist die Tiefe eines Baums also die maximale Anzahl von
Kanten, die in seiner grafischen Darstellung auf dem Weg von der Wurzel nach unten
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size T[] 

= foldl op+ 1 (map size [])
= foldl op+ 1 []
= 1
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Abbildung 7.1: Grafische Darstellung reiner Bäume

Da wir in diesem Abschnitt nur reine Bäume betrachten, werden wir sie im Folgenden
einfach als Bäume bezeichnen.

Die grafische Darstellung von Bäumen ist sehr hilfreich für das Verständnis von Bäu-
men. Die grafische Darstellung eines Baums T [t1, . . . , tn] erhält man, indem man die gra-
fischen Darstellungen der Unterbäume t1, . . . , tn mit einem Knoten • und n als Kanten
bezeichneten Strichen verbindet:
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t1 tn. . .

Der oberste Knoten der grafischen Darstellung eines Baums wird als Wurzel bezeichnet.
Knoten, von denen keine Kante zu einem tiefer liegenden Knoten führt, werden als Blät-
ter bezeichnet. Knoten, die keine Blätter sind, werden als innere Knoten bezeichnet.

Als Beispiel betrachten wir die grafische Darstellung des Baums t3 in Abbildung 7.1. Sie
besteht aus 11 Knoten und 10 Kanten. Bei 7 der Knoten handelt es sich um Blätter, die
restlichen 4 sind innere Knoten.

Generell gilt für die Darstellung eines Baums, dass sie mindestens einen Knoten enthält.
Außerdem ist die Anzahl der Kanten immer um eins kleiner als die Anzahl der Knoten,
da wir jedem Knoten, der verschieden von der Wurzel ist, die von oben auf ihn zeigende
Kante zuordnen können.

Der Baum T [] wird als atomar bezeichnet. Alle anderen Bäume werden als zusammen-
gesetzt bezeichnet. Es gibt also genau einen atomaren Baum.

Wir wollen kurz erklären, wo die Bezeichnung Baum herkommt. Wenn wir die grafische
Darstellung eines reinen Baums um 180 Grad drehen, bekommen wir ein Bild, das an
einen sich verzweigenden natürlichen Baum erinnert. Dem Begriff des Stammbaums
liegt übrigens dieselbe bildhafte Vorstellung zugrunde.

Aufgabe 7.1 Schreiben Sie eine Prozedur compound : tree → bool, die testet, ob ein
Baum zusammengesetzt ist.

Aufgabe 7.2 Zeichnen Sie die Darstellung des Baums T [t2, t1, t2].
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Proposition 7.3 Sei t ein Baum. Dann haben alle Knoten außer der Wurzel genau einen
Vorgänger, die Wurzel hat keinen Vorgänger.

Aufgabe 7.18 Zeichnen Sie einen Baum mit mindestens zwei Knoten a und a′, sodass a
a′ übergeordnet ist, aber a nicht der Vorgänger von a′ ist.

Aufgabe 7.19 Schreiben Sie eine Prozedur pred : int list → int list → bool, die für zwei
Adressen a und a′ testet, ob es einen Baum gibt, in dem a den Vorgänger des durch
a′ bezeichneten Knoten bezeichnet.

Aufgabe 7.20 Schreiben Sie eine Prozedur superior : int list → int list → bool, die für
zwei Adressen a und a′ testet, ob es einen Baum gibt, in dem a einen Knoten bezeichnet,
der dem durch a′ bezeichneten Knoten übergeordnet ist.

7.4 Größe und Tiefe
Die Größe eines Baums definieren wir als die Anzahl seiner Knoten. Beispielsweise hat
der Baum t2 in Abbildung 7.1 auf S. 132 die Größe 4.

Wir wollen eine Prozedur size : tree → int schreiben, die die Größe eines Baums be-
stimmt. Dafür benötigen wir Rekursionsgleichungen. Unser Ausgangspunkt ist die Glei-
chung

size(T [t1, . . . , tn]) = 1+ size t1 +···+ size tn

die besagt, dass die Größe eines Baums gleich eins plus die Summe der Größen seiner
Unterbäume ist. Diese Gleichung eignet sich als Rekursionsgleichung, da die Unterbäu-
me kleiner als der daraus gebildete Baum sind. Die durch die Punkt-Punkt-Notation be-
schriebene Rekursion über die Unterbaumliste realisieren wir mit den Prozeduren foldl
und map:

fun size (T ts) = foldl op+ 1 (map size ts)

val size : tree → int

size t3

11 : int

Machen Sie sich an einem Beispiel klar, dass der Rekursionsbaum (siehe § 5.4) für einen
Prozeduraufruf size t dieselbe Form hat wie der Argumentbaum t , da für jeden Knoten
von t genau ein Aufruf von size erforderlich ist.

Die Tiefe eines Baums definieren wir als die maximale Länge der für ihn gültigen Adres-
sen. Anschaulich gesprochen ist die Tiefe eines Baums also die maximale Anzahl von
Kanten, die in seiner grafischen Darstellung auf dem Weg von der Wurzel nach unten
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ein Nachfolger von a ist, und a ist a′ übergeordnet genau dann, wenn a′ a untergeordnet
ist.

Proposition 7.3 Sei t ein Baum. Dann haben alle Knoten außer der Wurzel genau einen
Vorgänger, die Wurzel hat keinen Vorgänger.

Aufgabe 7.18 Zeichnen Sie einen Baum mit mindestens zwei Knoten a und a′, sodass a
a′ übergeordnet ist, aber a nicht der Vorgänger von a′ ist.

Aufgabe 7.19 Schreiben Sie eine Prozedur pred : int list → int list → bool, die für zwei
Adressen a und a′ testet, ob es einen Baum gibt, in dem a den Vorgänger des durch
a′ bezeichneten Knoten bezeichnet.

Aufgabe 7.20 Schreiben Sie eine Prozedur superior : int list → int list → bool, die für
zwei Adressen a und a′ testet, ob es einen Baum gibt, in dem a einen Knoten bezeichnet,
der dem durch a′ bezeichneten Knoten übergeordnet ist.

7.4 Größe und Tiefe
Die Größe eines Baums definieren wir als die Anzahl seiner Knoten. Beispielsweise hat
der Baum t2 in Abbildung 7.1 auf S. 132 die Größe 4.

Wir wollen eine Prozedur size : tree → int schreiben, die die Größe eines Baums be-
stimmt. Dafür benötigen wir Rekursionsgleichungen. Unser Ausgangspunkt ist die Glei-
chung

size(T [t1, . . . , tn]) = 1+ size t1 +···+ size tn

die besagt, dass die Größe eines Baums gleich eins plus die Summe der Größen seiner
Unterbäume ist. Diese Gleichung eignet sich als Rekursionsgleichung, da die Unterbäu-
me kleiner als der daraus gebildete Baum sind. Die durch die Punkt-Punkt-Notation be-
schriebene Rekursion über die Unterbaumliste realisieren wir mit den Prozeduren foldl
und map:

fun size (T ts) = foldl op+ 1 (map size ts)

val size : tree → int

size t3

11 : int

Machen Sie sich an einem Beispiel klar, dass der Rekursionsbaum (siehe § 5.4) für einen
Prozeduraufruf size t dieselbe Form hat wie der Argumentbaum t , da für jeden Knoten
von t genau ein Aufruf von size erforderlich ist.

Die Tiefe eines Baums definieren wir als die maximale Länge der für ihn gültigen Adres-
sen. Anschaulich gesprochen ist die Tiefe eines Baums also die maximale Anzahl von
Kanten, die in seiner grafischen Darstellung auf dem Weg von der Wurzel nach unten
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132 7 Bäume

•

t1 = T []

•

• • •

t2= T [t1, t1, t1]

•

•

•

• • •

• •

• • •

t3 = T [T [t2], t1, t2]

Abbildung 7.1: Grafische Darstellung reiner Bäume

Da wir in diesem Abschnitt nur reine Bäume betrachten, werden wir sie im Folgenden
einfach als Bäume bezeichnen.

Die grafische Darstellung von Bäumen ist sehr hilfreich für das Verständnis von Bäu-
men. Die grafische Darstellung eines Baums T [t1, . . . , tn] erhält man, indem man die gra-
fischen Darstellungen der Unterbäume t1, . . . , tn mit einem Knoten • und n als Kanten
bezeichneten Strichen verbindet:

•

t1 tn. . .

Der oberste Knoten der grafischen Darstellung eines Baums wird als Wurzel bezeichnet.
Knoten, von denen keine Kante zu einem tiefer liegenden Knoten führt, werden als Blät-
ter bezeichnet. Knoten, die keine Blätter sind, werden als innere Knoten bezeichnet.

Als Beispiel betrachten wir die grafische Darstellung des Baums t3 in Abbildung 7.1. Sie
besteht aus 11 Knoten und 10 Kanten. Bei 7 der Knoten handelt es sich um Blätter, die
restlichen 4 sind innere Knoten.

Generell gilt für die Darstellung eines Baums, dass sie mindestens einen Knoten enthält.
Außerdem ist die Anzahl der Kanten immer um eins kleiner als die Anzahl der Knoten,
da wir jedem Knoten, der verschieden von der Wurzel ist, die von oben auf ihn zeigende
Kante zuordnen können.

Der Baum T [] wird als atomar bezeichnet. Alle anderen Bäume werden als zusammen-
gesetzt bezeichnet. Es gibt also genau einen atomaren Baum.

Wir wollen kurz erklären, wo die Bezeichnung Baum herkommt. Wenn wir die grafische
Darstellung eines reinen Baums um 180 Grad drehen, bekommen wir ein Bild, das an
einen sich verzweigenden natürlichen Baum erinnert. Dem Begriff des Stammbaums
liegt übrigens dieselbe bildhafte Vorstellung zugrunde.

Aufgabe 7.1 Schreiben Sie eine Prozedur compound : tree → bool, die testet, ob ein
Baum zusammengesetzt ist.

Aufgabe 7.2 Zeichnen Sie die Darstellung des Baums T [t2, t1, t2].
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size T[T[],T[],T[]]  
 
= foldl op+ 1 (map size [T[],T[],T[]])
= foldl op+ 1 (size T[] :: map size [T[],T[]])
= foldl op+ 1 (1 :: map size [T[],T[]])  
= foldl op+ 1 (1 :: size T[] :: map size [T[]])  
= foldl op+ 1 (1 :: 1 :: map size [T[]])  
= foldl op+ 1 (1 :: 1 :: size T[] :: map size [])  
= foldl op+ 1 (1 :: 1 :: 1 :: map size [])  
= foldl op+ 1 (1 :: 1 :: 1 :: nil)  
= foldl op+ 1 [1,1,1]  
= 4
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