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‣ Die Schrittprozedur bestimmt den Wert eines Baums 
aus den Werten der Unterbäume  

Schrittprozedur Baum
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7.5 Faltung

Ähnlich wie für Listen kann man für Bäume eine Faltungsprozedur angeben, mit der sich
viele Funktionen auf Bäumen ohne explizite Rekursion berechnen lassen:

fun fold f (T ts) = f (map (fold f) ts)

val fold : (α list → α) → tree → α

Die Idee hinter der Faltungsprozedur besteht darin, einen Baum mit einer Schrittproze-
dur f : α list →α zu evaluieren, die aus den Werten der Unterbäume den Wert des Baums
bestimmt. Beispielsweise lässt sich mit fold die Größe eines Baums wie folgt bestimmen:

val size = fold (foldl op+ 1)

val size : tree → int

Aufgabe 7.26 Deklarieren Sie mithilfe von fold eine Prozedur

a) depth : tree → int, die die Tiefe eines Baums bestimmt.

b) breadth : tree → int, die die Breite eines Baums bestimmt.

c) degree : tree → int, die den Grad eines Baums bestimmt.

d) mirror : tree → tree, die einen Baum spiegelt.

7.6 Präordnung und Postordnung
Es gibt verschiedene Möglichkeiten, die Knoten in der grafischen Darstellung eines
Baums durchzunummerieren. Bei der sogenannten Pränummerierung beginnt man
mit der Wurzel und der Zahl Null und nummeriert die Unterbäume per Rekursion von
links nach rechts durch. Für den Baum t3 aus Abbildung 7.1 auf S. 132 ergibt sich die
folgende Nummerierung:

0

1

2

3 4 5

6 7

8 9 10

Die durch die Pränummerierung zum Ausdruck gebrachte Präordnung der Knoten ent-
spricht genau der durch die lexikalische Ordnung (§ 5.3) der Adressen gegebenen Ord-
nung:

[]

[1]

[1,1]

[1,1,1] [1,1,2] [1,1,3]

[2] [3]

[3,1] [3,2] [3,3]
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Vorlesung 11

‣ Pränummerierung 
induziert Präordnung 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
Knoten wird beim ersten Besuch 
nummeriert. 
 

‣ Postnummerierung 
induziert Postordnung 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
Knoten wird beim letzten Besuch 
nummeriert. 
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Bei der sogenannten Postnummerierung beginnt man mit dem linkesten Blatt und der
Zahl Null und arbeitet sich schrittweise von links nach rechts und von unten nach oben
vor. Für unseren Beispielbaum ergibt sich damit die folgende Nummerierung:

10

4

3

0 1 2

5 9

6 7 8

Die durch die Postnummerierung zum Ausdruck gebrachte Ordnung der Knoten wird
als Postordnung bezeichnet.

Die Prä- und Postnummerierung der Knoten der grafischen Darstellung eines Baums
können bildhaft mit der sogenannten Standardtour erklärt werden. Die Standardtour
besucht die Knoten eines Baums gemäß den folgenden Regeln:

1. Die Tour beginnt und endet an der Wurzel.

2. Die Tour folgt den Kanten des Baums. Jede Kante des Baums wird genau zweimal
durchlaufen, zuerst von oben nach unten und danach von unten nach oben.

3. Die Unterbäume eines Knotens werden jeweils gemäß ihrer Ordnung besucht (also
weiter links stehende Unterbäume vor weiter rechts stehenden Unterbäumen).

Ein Knoten mit n Unterbäumen wird von der Standardtour genau n+1-mal besucht. Die
Pränummerierung ergibt sich dadurch, dass man die Knoten im Laufe der Standardtour
jeweils beim ersten Besuch nummeriert, die Postnummerierung dadurch, dass man die
Knoten jeweils beim letzten Besuch nummeriert.

Machen Sie sich klar, dass die Prozeduren size und depth aus § 7.4 den Argumentbaum
gemäß der Standardtour durchlaufen.

Aufgabe 7.27 Geben Sie für die folgenden Bäume jeweils die Prä- und die Postnumme-
rierung an:

•

•

•

•

•

• •

•

• •

•

•

•

•

• •

Aufgabe 7.28 Die arithmetischen Ausdrücke aus § 6.4 kann man als binäre Bäume auf-
fassen. Dabei liefern die Konstruktoren C und V atomare und die Konstruktoren A und
M zusammengesetzte Bäume.

a) Schreiben Sie eine Prozedur prelin : exp → int list list, die die Adressen eines Aus-
drucks in Präordnung liefert.

b) Schreiben Sie eine Prozedur postlin : exp → int list list, die die Adressen eines Aus-
drucks in Postordnung liefert.
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Frage

Welcher Teilbaum von T[T[T[]],T[]] hat Nummer 3  
gemäß Pränummerierung? 

‣ T[] 

‣ T[T[]] 

‣ T[T[T[]],T[]] 

‣ keiner

╳

✓

╳

╳
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Teilbaumzugriff mit Pränummern
‣ Auflisten aller Teilbäume in Präordnung 

 

fun presubtrees (T ts) =  
foldl (fn (t,tr) => tr @ (presubtrees t))  
            [T ts] ts 

‣ Zugriff auf Teilbaum mit Pränummer 
 

fun prest t k = List.nth(presubtrees t,k)  
 
oder (besser:) 
fun prest t =  
let  
  fun prel nil k = raise Subscript  
    | prel (t::tr) 0 = t  
    | prel ((T ts)::tr) k = prel (ts@tr) (k-1)  
in  
  prel [t]  
end Vorlesung 11
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‣ Auflisten aller Teilbäume in Postordnung 
 
fun postsubtrees (T ts) =  
foldr (fn (t,tr) => (postsubtrees t) @ tr) [T ts] ts  

‣ Zugriff auf Teilbaum mit Postnummer 
 
fun postst t k = List.nth(postsubtrees t,k)  
 
wie besser? 
 

Teilbaumzugriff mit Postnummern
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‣ Agenda: tree entry list 
 

datatype ‘a entry = I of ‘a | F of ‘a  
 

I:  “Muss noch komplett bearbeitet werden” 
F:  “Unterbäume befinden sich bereits weiter links auf der Agenda”   

‣ Zugriff auf Teilbaum mit Postnummer 
 

fun postst t =  
let  
  fun postl nil k = raise Subscript  
    | postl (I (T ts)::es) k =  
      postl ((map (fn t => (I t)) ts) @ ((F (T ts))::es)) k    
    | postl (F t::es) 0 = t  
    | postl (F t::es) k = postl es (k-1)  
in  
  postl [I t]  
end

Teilbaumzugriff mit Postnummern
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‣ Bäume können als Listen von natürlichen Zahlen dargestellt werden. 
Dabei wird jeder Knoten durch seine Stelligkeit dargestellt. 

‣ Prälinearisierung:  Anordnung nach Präordnung 
fun pre (T ts) = length ts :: List.concat(map pre ts)  

 
 
 
 

‣ Postlinearisierung:  Anordnung nach Postordnung 
fun post (T ts) = List.concat(map post ts) @ [length ts]  
 
 

144 7 Bäume

7.6.2 Teilbaumzugriff mit Postnummern

Sie ahnen es schon: Wir wollen jetzt eine Prozedur post schreiben, die zu einem Baum
den durch eine Postnummer identifizierten Teilbaum liefert. Wie beim Teilbaumzugriff
mit Pränummern arbeiten wir mit einer Agenda von noch zu bearbeitenden Teilbäu-
men. Allerdings kann ein Teilbaum t jetzt auf zwei Arten in die Agenda eingetragen wer-
den: Entweder muss er noch komplett bearbeitet werden (Eintrag als I t), oder aber seine
Unterbäume befinden sich bereits vor ihm auf der Agenda (Eintrag als F t):

post (F t ::es) 0 = t

post (F t ::es) k = post es (k −1) für k > 0

post (I (T [t1, . . . , tn])::es) k = post ([I t1, . . . , I tn , F (T [t1, . . . , tn])]@ es) k

Die Terminierung dieser Rekursionsgleichungen ergibt sich aus der Tatsache, dass die
Agenda bei jedem Rekursionsschritt kleiner wird. Unter der Größe der Agenda verstehen
wir dabei die Summe der Größen der Einträge, wobei ein Eintrag I t mit der doppelten
Größe von t und ein Eintrag F t mit der Größe 1 eingeht.

Aufgabe 7.32 Schreiben Sie eine endrekursive Prozedur post′ : tree → int → tree, die zu
einem Baum und einer Postnummer den entsprechenden Teilbaum liefert. Realisieren
Sie die Agenda von post mit der folgenden Typdeklaration:

datatype ’a entry = I of ’a | F of ’a

7.6.3 Linearisierungen

Bäume lassen sich durch Listen über N darstellen. Dabei wird jeder Knoten durch seine
Stelligkeit dargestellt. Bei der Prälinearisierung

fun pre (T ts) = length ts :: List.concat (map pre ts)

val pre : tree → int list

werden die Stelligkeiten der Knoten gemäß der Präordnung angeordnet:

T [] ! [0]

T [T []] ! [1,0]

T [T [],T []] ! [2,0,0]

T [T [], T [T [],T []], T [T []]] ! [3,0,2,0,0,1,0]

Bei der Postlinearisierung

fun post (T ts) = List.concat (map post ts) @ [length ts]

val post : tree → int list
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werden die Stelligkeiten der Knoten gemäß der Postordnung angeordnet:

T [] ! [0]

T [T []] ! [0,1]

T [T [],T []] ! [0,0,2]

T [T [], T [T [],T []], T [T []]] ! [0,0,0,2,0,1,3]

Die Postlinearisierung wird manchmal als polnische Notation bezeichnet, nach ihrem
Entdecker Jan Łukasiewicz.

Beide Linearisierungen haben die Eigenschaft, dass sich ein Baum aus seiner Linea-
risierung rekonstruieren lässt. Die Rekonstruktionsalgorithmen werden wir später im
Zusammenhang mit praktischen Anwendungen kennenlernen (Aufgabe 13.7 auf S. 266
und 16.6 auf S. 330).

Aufgabe 7.33 Geben Sie die Prä- und die Postlinearisierung des Baums
T [T [], T [T []], T [T [],T []]] an.

Aufgabe 7.34 Gibt es Listen über N, die gemäß der Prä- oder Postlinearisierung keine
Bäume darstellen?

7.7 Balanciertheit
Wir bezeichnen einen Baum als balanciert, wenn die Adressen seiner Blätter alle die
gleiche Länge haben. Anschaulich gesprochen bedeutet das, dass alle Blätter den glei-
chen Abstand von der Wurzel haben. Beispielsweise sind die Bäume t1 und t2 in Abbil-
dung 7.1 auf S. 132 balanciert, während t3 nicht balanciert ist.

Um die Balanciertheit eines Baums zu testen, ist die folgende Charakterisierung nütz-
lich.

Proposition 7.4 Ein Baum ist genau dann balanciert, wenn seine Unterbäume alle ba-
lanciert sind und alle die gleiche Tiefe haben.

Um die Balanciertheit eines Baums zu testen, können wir also wie folgt vorgehen: Wir
berechnen die Tiefe aller Unterbäume und testen gleichzeitig, dass alle Unterbäume ba-
lanciert sind. Falls ein Unterbaum nicht balanciert ist oder eine von den anderen Un-
terbäumen abweichende Tiefe hat, werfen wir eine Ausnahme. Damit ergibt sich eine
rekursive Prozedur, die sich an der Struktur der Prozedur depth orientiert.

Wir beginnen mit einer Variante der Prozedur depth aus § 7.4

fun depth’ (T nil) = 0

| depth’ (T(t::tr)) = 1+foldl Int.max (depth’ t) (map depth’ tr)

val depth’ : tree → int
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Frage

Welcher der folgenden Listen stellt keine Prä- oder  
Postlinearisierung eines Baums dar? 

‣ [1] 

‣ [1,0] 

‣ [0,1] 

‣ [0,1,0]

╳

✓

╳

✓
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Ein Baum wird als balanciert bezeichnet, wenn die Adressen 
seiner Blätter alle die gleiche Länge haben. 
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•

t1 = T []

•

• • •

t2= T [t1, t1, t1]

•

•

•

• • •

• •

• • •

t3 = T [T [t2], t1, t2]

Abbildung 7.1: Grafische Darstellung reiner Bäume

Da wir in diesem Abschnitt nur reine Bäume betrachten, werden wir sie im Folgenden
einfach als Bäume bezeichnen.

Die grafische Darstellung von Bäumen ist sehr hilfreich für das Verständnis von Bäu-
men. Die grafische Darstellung eines Baums T [t1, . . . , tn] erhält man, indem man die gra-
fischen Darstellungen der Unterbäume t1, . . . , tn mit einem Knoten • und n als Kanten
bezeichneten Strichen verbindet:

•

t1 tn. . .

Der oberste Knoten der grafischen Darstellung eines Baums wird als Wurzel bezeichnet.
Knoten, von denen keine Kante zu einem tiefer liegenden Knoten führt, werden als Blät-
ter bezeichnet. Knoten, die keine Blätter sind, werden als innere Knoten bezeichnet.

Als Beispiel betrachten wir die grafische Darstellung des Baums t3 in Abbildung 7.1. Sie
besteht aus 11 Knoten und 10 Kanten. Bei 7 der Knoten handelt es sich um Blätter, die
restlichen 4 sind innere Knoten.

Generell gilt für die Darstellung eines Baums, dass sie mindestens einen Knoten enthält.
Außerdem ist die Anzahl der Kanten immer um eins kleiner als die Anzahl der Knoten,
da wir jedem Knoten, der verschieden von der Wurzel ist, die von oben auf ihn zeigende
Kante zuordnen können.

Der Baum T [] wird als atomar bezeichnet. Alle anderen Bäume werden als zusammen-
gesetzt bezeichnet. Es gibt also genau einen atomaren Baum.

Wir wollen kurz erklären, wo die Bezeichnung Baum herkommt. Wenn wir die grafische
Darstellung eines reinen Baums um 180 Grad drehen, bekommen wir ein Bild, das an
einen sich verzweigenden natürlichen Baum erinnert. Dem Begriff des Stammbaums
liegt übrigens dieselbe bildhafte Vorstellung zugrunde.

Aufgabe 7.1 Schreiben Sie eine Prozedur compound : tree → bool, die testet, ob ein
Baum zusammengesetzt ist.

Aufgabe 7.2 Zeichnen Sie die Darstellung des Baums T [t2, t1, t2].
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die getrennte Regeln für atomare und zusammengesetzte Bäume verwendet. Die Regel
für zusammengesetzte Bäume ändern wir so ab, dass sie zusätzlich prüft, ob alle Unter-
bäume dieselbe Tiefe haben:

exception Unbalanced

fun check (n,m) = if n=m then n else raise Unbalanced

fun depthb (T nil) = 0

| depthb (T(t::tr)) = 1+foldl check (depthb t) (map depthb tr)

val depthb : tree → int

Wenn die durch check geprüfte Eigenschaft für alle Teilbäume eines Baums erfüllt ist,
ist der Gesamtbaum balanciert. Wenn diese Eigenschaft jedoch für einen der Teilbäume
verletzt ist, ist dieser Teilbaum und damit der Gesamtbaum unbalanciert. Die Prozedur
depthb terminiert also genau dann regulär, wenn der Baum balanciert ist. In diesem Fall
liefert sie die Tiefe des Baums als Ergebnis.

Durch Fangen der Ausnahme Unbalanced erhalten wir aus depthb eine Prozedur, die wie
gewünscht testet, ob ein Baum balanciert ist:

fun balanced t = (depthb t ; true) handle Unbalanced => false

val balanced : tree → bool

Aufgabe 7.35 Deklarieren Sie die Prozedur balanced mithilfe eines Let-Ausdrucks so,
dass die Ausnahme Unbalanced und die Prozeduren check und depthb lokal im Rumpf
der Prozedur balanced deklariert werden.

7.8 Finitäre Mengen und gerichtete Bäume

Eine Menge (§ 5.5) heißt rein, wenn jedes ihrer Elemente eine reine Menge ist. Eine Men-
ge heißt finitär, wenn sie endlich ist und jedes ihrer Elemente eine finitäre Menge ist.
Die Menge {", {"}} ist finitär. Die unendliche Menge {", {"}, {{"}}, . . . } ist rein, aber nicht
finitär. Offensichtlich ist jede finitäre Menge eine reine Menge.

Reine Mengen sind interessanter als sie auf den den ersten Blick erscheinen mögen: Alle
mathematischen Objekte lassen sich durch reine Mengen darstellen. Bei reinen Mengen
handelt es sich also um eine universelle Datenstruktur für die Darstellung mathemati-
scher Objekte.

Wir wollen uns hier auf finitäre Mengen beschränken, deren rekursiver Aufbau dem rei-
ner Bäume entspricht. Allerdings sind bei Mengen keine Listen im Spiel. Daher spielen
Anordnung und Mehrfachauftreten der Elemente keine Rolle. Den Zusammenhang zwi-
schen reinen Bäumen und finitären Mengen beschreiben wir durch die Gleichung

Set(T [t1, . . . , tn ]) = {Set t1, . . . ,Set tn}
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Proposition: Ein Baum ist genau dann balanciert,  
wenn seine Unterbäume alle balanciert sind 
und alle die gleiche Tiefe haben.
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Frage

Welche der folgenden Aussagen sind korrekt? 

‣ Alle Unterbäume eines balancierten Baums sind balanciert. 

‣ Alle Unterbäume eines balancierten Baums haben  
die gleiche Tiefe. 

‣ Alle Teilbäume eines balancierten Baums sind balanciert. 

‣ Alle Teilbäume eines balancierten Baums haben  
die gleiche Tiefe. ╳

✓

✓

✓
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‣ Eine Menge heißt rein,  
wenn jedes Ihrer Elemente eine reine Menge ist. 

‣ Eine Menge heißt finitär,  
wenn sie endlich ist und  
jedes Ihrer Elemente eine finitäre Menge ist. 

‣Beispiele: 
{∅, {∅}}: rein und finitär 
{∅, {∅},{{∅}},…}: rein aber nicht finitär 

‣Reine Mengen sind eine universelle Datenstruktur für die 
Darstellung mathematischer Objekte! 
 
 
 

Finitäre Mengen
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Darstellung finitärer Mengen

‣Wir benutzen reine Bäume zur Darstellung finitärer Mengen: 
Set( T [t1,…,tn] ) = { Set t1,…, Set tn }  

‣ Die Darstellung ist nicht eindeutig. 

‣ Beispiel {∅, {∅}}: 
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die jedem reinen Baum t per Rekursion eine finitäre Menge Set t zuordnet. Beispielswei-
se gilt Set(T [T []]) = {!}. Bei Set t handelt es sich um die Menge, deren Elemente genau
die Mengen sind, die durch die Unterbäume von t dargestellt werden.

Machen Sie sich klar, dass jede finitäre Menge durch einen reinen Baum dargestellt wer-
den kann. Erwartungsgemäß ist die Darstellung von finitären Mengen durch Bäume
nicht eindeutig. Beispielsweise kann die Menge {!, {!}} durch jeden der folgenden Bäu-
me dargestellt werden:

•

• •

•

•

• •

•

•

•

•

•

•

Wir bekommen eine eindeutige Darstellung für finitäre Mengen, wenn wir uns auf Bäu-
me beschränken, deren Unterbaumlisten strikt sortiert sind (gemäß der lexikalischen
Baumordnung (§ 7.1.3); siehe auch § 5.5). Solche Bäume bezeichnen wir als gerichtet.
Von den oben gezeigten Bäumen ist nur der linke gerichtet. Hier ist eine Prozedur, die
testet, ob ein Baum gerichtet ist:

fun strict(t::t’::tr) = compareTree(t,t’)=LESS andalso strict(t’::tr)

| strict _ = true

fun directed (T ts) = strict ts andalso List.all directed ts

val directed : tree → bool

Wir wollen einen Algorithmus entwickeln, der entscheidet, ob zwei reine Bäume diesel-
be Menge darstellen. Wir beginnen mit den folgenden Äquivalenzen:

1. Set t1 = Set t2 genau dann, wenn Set t1 ⊆ Set t2 und Set t2 ⊆ Set t1.

2. Set t1 ⊆ Set t2 genau dann, wenn Set t′1 ∈ Set t2 für jeden Unterbaum t ′1 von t1.

3. Set t1 ∈ Set t2 genau dann, wenn Set t1 = Set t′2 für einen Unterbaum t ′2 von t2.

Damit können wir den Test “Set t1 = Set t2” auf den Test “Sett1 ⊆ Set t2” zurückführen,
und den Test “Set t1 ⊆ Set t2” auf den Test “Set t1 ∈ Set t2”. Den Test “Set t1 ∈ Set t2” kön-
nen wir schließlich wieder auf den Test “Set t1 = Set t2” zurückführen. Diese verschränk-
te Rekursion terminiert, da bei jedem Durchlauf mindestens einer der Argumentbäume
kleiner wird und der andere nicht größer wird. Wir realisieren den Algorithmus durch
drei Prozeduren

fun eqset x y = subset x y andalso subset y x

and subset (T xs) y = List.all (fn x => member x y) xs

and member x (T ys) = List.exists (eqset x) ys

die jeweils den Typ tree → tree → bool haben. Bei der Deklaration von subset und
member verwenden wir das Schlüsselwort and statt des Schlüsselworts fun, um die ver-
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Gerichtete Bäume
‣ Ein Baum ist gerichtet,  

wenn seine Unterbaumlisten strikt sortiert sind 
gemäß der lexikalischen Baumordnung.  

‣ Beispiel: 
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die jedem reinen Baum t per Rekursion eine finitäre Menge Set t zuordnet. Beispielswei-
se gilt Set(T [T []]) = {!}. Bei Set t handelt es sich um die Menge, deren Elemente genau
die Mengen sind, die durch die Unterbäume von t dargestellt werden.

Machen Sie sich klar, dass jede finitäre Menge durch einen reinen Baum dargestellt wer-
den kann. Erwartungsgemäß ist die Darstellung von finitären Mengen durch Bäume
nicht eindeutig. Beispielsweise kann die Menge {!, {!}} durch jeden der folgenden Bäu-
me dargestellt werden:

•

• •

•

•

• •

•

•

•

•

•

•

Wir bekommen eine eindeutige Darstellung für finitäre Mengen, wenn wir uns auf Bäu-
me beschränken, deren Unterbaumlisten strikt sortiert sind (gemäß der lexikalischen
Baumordnung (§ 7.1.3); siehe auch § 5.5). Solche Bäume bezeichnen wir als gerichtet.
Von den oben gezeigten Bäumen ist nur der linke gerichtet. Hier ist eine Prozedur, die
testet, ob ein Baum gerichtet ist:

fun strict(t::t’::tr) = compareTree(t,t’)=LESS andalso strict(t’::tr)

| strict _ = true

fun directed (T ts) = strict ts andalso List.all directed ts

val directed : tree → bool

Wir wollen einen Algorithmus entwickeln, der entscheidet, ob zwei reine Bäume diesel-
be Menge darstellen. Wir beginnen mit den folgenden Äquivalenzen:

1. Set t1 = Set t2 genau dann, wenn Set t1 ⊆ Set t2 und Set t2 ⊆ Set t1.

2. Set t1 ⊆ Set t2 genau dann, wenn Set t′1 ∈ Set t2 für jeden Unterbaum t ′1 von t1.

3. Set t1 ∈ Set t2 genau dann, wenn Set t1 = Set t′2 für einen Unterbaum t ′2 von t2.

Damit können wir den Test “Set t1 = Set t2” auf den Test “Sett1 ⊆ Set t2” zurückführen,
und den Test “Set t1 ⊆ Set t2” auf den Test “Set t1 ∈ Set t2”. Den Test “Set t1 ∈ Set t2” kön-
nen wir schließlich wieder auf den Test “Set t1 = Set t2” zurückführen. Diese verschränk-
te Rekursion terminiert, da bei jedem Durchlauf mindestens einer der Argumentbäume
kleiner wird und der andere nicht größer wird. Wir realisieren den Algorithmus durch
drei Prozeduren

fun eqset x y = subset x y andalso subset y x

and subset (T xs) y = List.all (fn x => member x y) xs

and member x (T ys) = List.exists (eqset x) ys

die jeweils den Typ tree → tree → bool haben. Bei der Deklaration von subset und
member verwenden wir das Schlüsselwort and statt des Schlüsselworts fun, um die ver-
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die jedem reinen Baum t per Rekursion eine finitäre Menge Set t zuordnet. Beispielswei-
se gilt Set(T [T []]) = {!}. Bei Set t handelt es sich um die Menge, deren Elemente genau
die Mengen sind, die durch die Unterbäume von t dargestellt werden.

Machen Sie sich klar, dass jede finitäre Menge durch einen reinen Baum dargestellt wer-
den kann. Erwartungsgemäß ist die Darstellung von finitären Mengen durch Bäume
nicht eindeutig. Beispielsweise kann die Menge {!, {!}} durch jeden der folgenden Bäu-
me dargestellt werden:

•

• •

•

•

• •

•

•

•

•

•

•

Wir bekommen eine eindeutige Darstellung für finitäre Mengen, wenn wir uns auf Bäu-
me beschränken, deren Unterbaumlisten strikt sortiert sind (gemäß der lexikalischen
Baumordnung (§ 7.1.3); siehe auch § 5.5). Solche Bäume bezeichnen wir als gerichtet.
Von den oben gezeigten Bäumen ist nur der linke gerichtet. Hier ist eine Prozedur, die
testet, ob ein Baum gerichtet ist:

fun strict(t::t’::tr) = compareTree(t,t’)=LESS andalso strict(t’::tr)

| strict _ = true

fun directed (T ts) = strict ts andalso List.all directed ts

val directed : tree → bool

Wir wollen einen Algorithmus entwickeln, der entscheidet, ob zwei reine Bäume diesel-
be Menge darstellen. Wir beginnen mit den folgenden Äquivalenzen:

1. Set t1 = Set t2 genau dann, wenn Set t1 ⊆ Set t2 und Set t2 ⊆ Set t1.

2. Set t1 ⊆ Set t2 genau dann, wenn Set t′1 ∈ Set t2 für jeden Unterbaum t ′1 von t1.

3. Set t1 ∈ Set t2 genau dann, wenn Set t1 = Set t′2 für einen Unterbaum t ′2 von t2.

Damit können wir den Test “Set t1 = Set t2” auf den Test “Sett1 ⊆ Set t2” zurückführen,
und den Test “Set t1 ⊆ Set t2” auf den Test “Set t1 ∈ Set t2”. Den Test “Set t1 ∈ Set t2” kön-
nen wir schließlich wieder auf den Test “Set t1 = Set t2” zurückführen. Diese verschränk-
te Rekursion terminiert, da bei jedem Durchlauf mindestens einer der Argumentbäume
kleiner wird und der andere nicht größer wird. Wir realisieren den Algorithmus durch
drei Prozeduren

fun eqset x y = subset x y andalso subset y x

and subset (T xs) y = List.all (fn x => member x y) xs

and member x (T ys) = List.exists (eqset x) ys

die jeweils den Typ tree → tree → bool haben. Bei der Deklaration von subset und
member verwenden wir das Schlüsselwort and statt des Schlüsselworts fun, um die ver-
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Unter welchen  Umständen stellen  
zwei reine Bäume die gleiche Menge dar? 

1. Set t1 = Set t2 genau dann,  
wenn Set t1 ⊆ Set t2 und Set t2 ⊆ Set t1.  

2. Set t1 ⊆ Set t2 genau dann,  
wenn Set t1′ ∈ Set t2 für jeden Unterbaum t1′ von t1. 

3. Set t1 ∈ Set t2 genau dann,  
wenn Set t1 = Set t2′ für einen Unterbaum t2′ von t2.  

 

Mengengleichheit
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die jedem reinen Baum t per Rekursion eine finitäre Menge Set t zuordnet. Beispielswei-
se gilt Set(T [T []]) = {!}. Bei Set t handelt es sich um die Menge, deren Elemente genau
die Mengen sind, die durch die Unterbäume von t dargestellt werden.

Machen Sie sich klar, dass jede finitäre Menge durch einen reinen Baum dargestellt wer-
den kann. Erwartungsgemäß ist die Darstellung von finitären Mengen durch Bäume
nicht eindeutig. Beispielsweise kann die Menge {!, {!}} durch jeden der folgenden Bäu-
me dargestellt werden:

•

• •

•

•

• •

•

•

•

•

•

•

Wir bekommen eine eindeutige Darstellung für finitäre Mengen, wenn wir uns auf Bäu-
me beschränken, deren Unterbaumlisten strikt sortiert sind (gemäß der lexikalischen
Baumordnung (§ 7.1.3); siehe auch § 5.5). Solche Bäume bezeichnen wir als gerichtet.
Von den oben gezeigten Bäumen ist nur der linke gerichtet. Hier ist eine Prozedur, die
testet, ob ein Baum gerichtet ist:

fun strict(t::t’::tr) = compareTree(t,t’)=LESS andalso strict(t’::tr)

| strict _ = true

fun directed (T ts) = strict ts andalso List.all directed ts

val directed : tree → bool

Wir wollen einen Algorithmus entwickeln, der entscheidet, ob zwei reine Bäume diesel-
be Menge darstellen. Wir beginnen mit den folgenden Äquivalenzen:

1. Set t1 = Set t2 genau dann, wenn Set t1 ⊆ Set t2 und Set t2 ⊆ Set t1.

2. Set t1 ⊆ Set t2 genau dann, wenn Set t′1 ∈ Set t2 für jeden Unterbaum t ′1 von t1.

3. Set t1 ∈ Set t2 genau dann, wenn Set t1 = Set t′2 für einen Unterbaum t ′2 von t2.

Damit können wir den Test “Set t1 = Set t2” auf den Test “Sett1 ⊆ Set t2” zurückführen,
und den Test “Set t1 ⊆ Set t2” auf den Test “Set t1 ∈ Set t2”. Den Test “Set t1 ∈ Set t2” kön-
nen wir schließlich wieder auf den Test “Set t1 = Set t2” zurückführen. Diese verschränk-
te Rekursion terminiert, da bei jedem Durchlauf mindestens einer der Argumentbäume
kleiner wird und der andere nicht größer wird. Wir realisieren den Algorithmus durch
drei Prozeduren

fun eqset x y = subset x y andalso subset y x

and subset (T xs) y = List.all (fn x => member x y) xs

and member x (T ys) = List.exists (eqset x) ys

die jeweils den Typ tree → tree → bool haben. Bei der Deklaration von subset und
member verwenden wir das Schlüsselwort and statt des Schlüsselworts fun, um die ver-
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1. Set t1 = Set t2 genau dann,  
wenn Set t1 ⊆ Set t2 und Set t2 ⊆ Set t1.  

2. Set t1 ⊆ Set t2 genau dann,  
wenn Set t1′ ∈ Set t2 für jeden Unterbaum t1′ von t1. 

3. Set t1 ∈ Set t2 genau dann,  
wenn Set t1 = Set t2′ für einen Unterbaum t2′ von t2.  
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die jedem reinen Baum t per Rekursion eine finitäre Menge Set t zuordnet. Beispielswei-
se gilt Set(T [T []]) = {!}. Bei Set t handelt es sich um die Menge, deren Elemente genau
die Mengen sind, die durch die Unterbäume von t dargestellt werden.

Machen Sie sich klar, dass jede finitäre Menge durch einen reinen Baum dargestellt wer-
den kann. Erwartungsgemäß ist die Darstellung von finitären Mengen durch Bäume
nicht eindeutig. Beispielsweise kann die Menge {!, {!}} durch jeden der folgenden Bäu-
me dargestellt werden:

•

• •

•

•

• •

•

•

•

•

•

•

Wir bekommen eine eindeutige Darstellung für finitäre Mengen, wenn wir uns auf Bäu-
me beschränken, deren Unterbaumlisten strikt sortiert sind (gemäß der lexikalischen
Baumordnung (§ 7.1.3); siehe auch § 5.5). Solche Bäume bezeichnen wir als gerichtet.
Von den oben gezeigten Bäumen ist nur der linke gerichtet. Hier ist eine Prozedur, die
testet, ob ein Baum gerichtet ist:

fun strict(t::t’::tr) = compareTree(t,t’)=LESS andalso strict(t’::tr)

| strict _ = true

fun directed (T ts) = strict ts andalso List.all directed ts

val directed : tree → bool

Wir wollen einen Algorithmus entwickeln, der entscheidet, ob zwei reine Bäume diesel-
be Menge darstellen. Wir beginnen mit den folgenden Äquivalenzen:

1. Set t1 = Set t2 genau dann, wenn Set t1 ⊆ Set t2 und Set t2 ⊆ Set t1.

2. Set t1 ⊆ Set t2 genau dann, wenn Set t′1 ∈ Set t2 für jeden Unterbaum t ′1 von t1.

3. Set t1 ∈ Set t2 genau dann, wenn Set t1 = Set t′2 für einen Unterbaum t ′2 von t2.

Damit können wir den Test “Set t1 = Set t2” auf den Test “Sett1 ⊆ Set t2” zurückführen,
und den Test “Set t1 ⊆ Set t2” auf den Test “Set t1 ∈ Set t2”. Den Test “Set t1 ∈ Set t2” kön-
nen wir schließlich wieder auf den Test “Set t1 = Set t2” zurückführen. Diese verschränk-
te Rekursion terminiert, da bei jedem Durchlauf mindestens einer der Argumentbäume
kleiner wird und der andere nicht größer wird. Wir realisieren den Algorithmus durch
drei Prozeduren

fun eqset x y = subset x y andalso subset y x

and subset (T xs) y = List.all (fn x => member x y) xs

and member x (T ys) = List.exists (eqset x) ys

die jeweils den Typ tree → tree → bool haben. Bei der Deklaration von subset und
member verwenden wir das Schlüsselwort and statt des Schlüsselworts fun, um die ver-
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๏ Beispiel: Die Größe eines Baums  
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ein Nachfolger von a ist, und a ist a′ übergeordnet genau dann, wenn a′ a untergeordnet
ist.

Proposition 7.3 Sei t ein Baum. Dann haben alle Knoten außer der Wurzel genau einen
Vorgänger, die Wurzel hat keinen Vorgänger.

Aufgabe 7.18 Zeichnen Sie einen Baum mit mindestens zwei Knoten a und a′, sodass a
a′ übergeordnet ist, aber a nicht der Vorgänger von a′ ist.

Aufgabe 7.19 Schreiben Sie eine Prozedur pred : int list → int list → bool, die für zwei
Adressen a und a′ testet, ob es einen Baum gibt, in dem a den Vorgänger des durch
a′ bezeichneten Knoten bezeichnet.

Aufgabe 7.20 Schreiben Sie eine Prozedur superior : int list → int list → bool, die für
zwei Adressen a und a′ testet, ob es einen Baum gibt, in dem a einen Knoten bezeichnet,
der dem durch a′ bezeichneten Knoten übergeordnet ist.

7.4 Größe und Tiefe
Die Größe eines Baums definieren wir als die Anzahl seiner Knoten. Beispielsweise hat
der Baum t2 in Abbildung 7.1 auf S. 132 die Größe 4.

Wir wollen eine Prozedur size : tree → int schreiben, die die Größe eines Baums be-
stimmt. Dafür benötigen wir Rekursionsgleichungen. Unser Ausgangspunkt ist die Glei-
chung

size(T [t1, . . . , tn]) = 1+ size t1 +···+ size tn

die besagt, dass die Größe eines Baums gleich eins plus die Summe der Größen seiner
Unterbäume ist. Diese Gleichung eignet sich als Rekursionsgleichung, da die Unterbäu-
me kleiner als der daraus gebildete Baum sind. Die durch die Punkt-Punkt-Notation be-
schriebene Rekursion über die Unterbaumliste realisieren wir mit den Prozeduren foldl
und map:

fun size (T ts) = foldl op+ 1 (map size ts)

val size : tree → int

size t3

11 : int

Machen Sie sich an einem Beispiel klar, dass der Rekursionsbaum (siehe § 5.4) für einen
Prozeduraufruf size t dieselbe Form hat wie der Argumentbaum t , da für jeden Knoten
von t genau ein Aufruf von size erforderlich ist.

Die Tiefe eines Baums definieren wir als die maximale Länge der für ihn gültigen Adres-
sen. Anschaulich gesprochen ist die Tiefe eines Baums also die maximale Anzahl von
Kanten, die in seiner grafischen Darstellung auf dem Weg von der Wurzel nach unten

Bereitgestellt von | Saarländische Universitäts- und Landesbibliothek
Angemeldet

Heruntergeladen am | 10.10.14 14:35

7.5 Faltung 141

7.5 Faltung

Ähnlich wie für Listen kann man für Bäume eine Faltungsprozedur angeben, mit der sich
viele Funktionen auf Bäumen ohne explizite Rekursion berechnen lassen:

fun fold f (T ts) = f (map (fold f) ts)

val fold : (α list → α) → tree → α

Die Idee hinter der Faltungsprozedur besteht darin, einen Baum mit einer Schrittproze-
dur f : α list →α zu evaluieren, die aus den Werten der Unterbäume den Wert des Baums
bestimmt. Beispielsweise lässt sich mit fold die Größe eines Baums wie folgt bestimmen:

val size = fold (foldl op+ 1)

val size : tree → int

Aufgabe 7.26 Deklarieren Sie mithilfe von fold eine Prozedur

a) depth : tree → int, die die Tiefe eines Baums bestimmt.

b) breadth : tree → int, die die Breite eines Baums bestimmt.

c) degree : tree → int, die den Grad eines Baums bestimmt.

d) mirror : tree → tree, die einen Baum spiegelt.

7.6 Präordnung und Postordnung
Es gibt verschiedene Möglichkeiten, die Knoten in der grafischen Darstellung eines
Baums durchzunummerieren. Bei der sogenannten Pränummerierung beginnt man
mit der Wurzel und der Zahl Null und nummeriert die Unterbäume per Rekursion von
links nach rechts durch. Für den Baum t3 aus Abbildung 7.1 auf S. 132 ergibt sich die
folgende Nummerierung:

0

1

2

3 4 5

6 7

8 9 10

Die durch die Pränummerierung zum Ausdruck gebrachte Präordnung der Knoten ent-
spricht genau der durch die lexikalische Ordnung (§ 5.3) der Adressen gegebenen Ord-
nung:

[]

[1]

[1,1]

[1,1,1] [1,1,2] [1,1,3]

[2] [3]

[3,1] [3,2] [3,3]
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Verschränkte Rekursion kann stets auf einfache Rekursion 
zurückgeführt werden.  

Beispiel: 

‣ fun f (x,y) = if x>0 then f(x-1,y) + g(x,y-1) else 1 
and g (x,y) = if y>0 then f(x-1,y) + g(x,y-1) else 1  

‣ fun f’ g (x,y) = if x>0 then f’ g (x-1,y) + g(x,y-1) else 1  
fun g (x,y) = if y>0 then f’ g (x-1,y) + g(x,y-1) else 1  
fun f (x,y) = f’ g (x,y)

Von verschränkter zu einfacher Rekursion
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Markierte Bäume
‣ In einem markierten Baum ist jeder Knoten mit einer  

Marke (einem Wert aus einem Grundtyp) versehen. 
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7.9 Markierte Bäume
In der Praxis sind die Knoten baumartiger Objekte meist mit Informationen versehen.
Beispielsweise tragen die Knoten arithmetischer Ausdrücke Information darüber, ob es
sich um eine Addition oder Multiplikation oder eine bestimmte Konstante oder Variable
handelt. Wir wollen dieses Phänomen jetzt genauer betrachten. Dazu arbeiten wir mit
sogenannten markierten Bäumen, bei denen jeder Knoten mit einem Wert aus einem
Grundtyp versehen ist:

datatype ’a ltr = L of ’a * ’a ltr list

Ein markierter Baum über einem Typ t besteht also aus einem Wert von t und einer Liste
von markierten Bäumen über t . Hier sind Beispiele für Bäume über int:

val t1 = L(7,[])

val t2 = L(1, [L(2,[]), t1, t1])

val t3 = L(3, [L(0,[t2]), L(4,[]), t2])

7

t1= L(7, [])

1

2 7 7

t2= L(1, [L(2, []), t1, t1])

3

0

1

2 7 7

4 1

2 7 7

t3 = L(3, [L(0, [t2]),L(4, []), t2])

Bei einem markierten Baum über einem Typ t ist jeder Knoten mit einem Wert aus t
versehen, den man als die Marke des Knotens bezeichnet. Die Marke der Wurzel eines
Baums bezeichnen wir als den Kopf des Baums:

fun head (L(x,_)) = x

val head : α ltr → α

Gemäß Definition ist ein markierter Baum durch seinen Kopf und seine Unterbaumliste
bestimmt. Unter der Gestalt eines markierten Baums verstehen wir den reinen Baum,
den man durch Löschen der Marken erhält:

fun shape (L(_,ts)) = T(map shape ts)

val shape : α ltr → tree

shape t2

T [T [], T [], T []] : tree

Über die Gestalt übertragen sich alle Begriffe, die wir für reine Bäume definiert haben,
auf markierte Bäume. Hier ist eine Prozedur, die testet, ob zwei markierte Bäume die
gleiche Gestalt haben:

fun sameshape t t’ = shape t = shape t’

val sameshape : α ltr → β ltr → bool
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7.9 Markierte Bäume
In der Praxis sind die Knoten baumartiger Objekte meist mit Informationen versehen.
Beispielsweise tragen die Knoten arithmetischer Ausdrücke Information darüber, ob es
sich um eine Addition oder Multiplikation oder eine bestimmte Konstante oder Variable
handelt. Wir wollen dieses Phänomen jetzt genauer betrachten. Dazu arbeiten wir mit
sogenannten markierten Bäumen, bei denen jeder Knoten mit einem Wert aus einem
Grundtyp versehen ist:

datatype ’a ltr = L of ’a * ’a ltr list

Ein markierter Baum über einem Typ t besteht also aus einem Wert von t und einer Liste
von markierten Bäumen über t . Hier sind Beispiele für Bäume über int:

val t1 = L(7,[])

val t2 = L(1, [L(2,[]), t1, t1])

val t3 = L(3, [L(0,[t2]), L(4,[]), t2])

7

t1= L(7, [])

1

2 7 7

t2= L(1, [L(2, []), t1, t1])

3

0

1

2 7 7

4 1

2 7 7

t3 = L(3, [L(0, [t2]),L(4, []), t2])

Bei einem markierten Baum über einem Typ t ist jeder Knoten mit einem Wert aus t
versehen, den man als die Marke des Knotens bezeichnet. Die Marke der Wurzel eines
Baums bezeichnen wir als den Kopf des Baums:

fun head (L(x,_)) = x

val head : α ltr → α

Gemäß Definition ist ein markierter Baum durch seinen Kopf und seine Unterbaumliste
bestimmt. Unter der Gestalt eines markierten Baums verstehen wir den reinen Baum,
den man durch Löschen der Marken erhält:

fun shape (L(_,ts)) = T(map shape ts)

val shape : α ltr → tree

shape t2

T [T [], T [], T []] : tree
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auf markierte Bäume. Hier ist eine Prozedur, die testet, ob zwei markierte Bäume die
gleiche Gestalt haben:

fun sameshape t t’ = shape t = shape t’

val sameshape : α ltr → β ltr → bool
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‣ Die Marke der Wurzel heißt der Kopf des markierten Baums. 
 
 

‣ Die Gestalt ist der reine Baum, den man durch  
Löschen der Marken erhält. 
 
 

‣ Über die Gestalt übertragen sich alle Begriffe für reine Bäume 
(Stelligkeit, linear, binär, balanciert, Größe, Tiefe,…) auf markierte 
Bäume. 
 
 
 

Kopf und Gestalt
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‣ Suche nach der ersten Marke im Baum gemäß Präordnung, für die 
eine gegebene Prozedur true liefert. 
 

fun find p t = let  
  fun find’ nil = NONE  
    | find’ (L(x, ts)::tr) =  
           if p x then SOME x else find’ (ts @ tr)  
in  
  find’ [t]  
end 

  

‣ Anwenden einer Prozedur auf alle Marken im Baum.  
 
fun lmap f (L (x, ts)) = L (f x, map (lmap f) ts) 

 

Prozeduren auf markierten Bäumen
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‣ Die Präprojektion eines markierten Baums ist die gemäß 
Präordnung geordnete Liste seiner Marken. 
 
  

‣ Die Postprojektion eines markierten Baums ist die gemäß 
Postordnung geordnete Liste seiner Marken.  

 

Projektionen
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Aufgabe 7.50 (Spiegeln) Spiegeln reversiert die Ordnung der Unterbäume der Teilbäu-
me eines Baums:

7

3 2

1 2

5

1 2

=⇒

7

5

2 1

2

2 1

3

Schreiben Sie eine Prozedur mirror : α ltr →α ltr, die markierte Bäume spiegelt.

Aufgabe 7.51 (Lexikalische Ordnung) Deklarieren Sie eine Vergleichsprozedur
compareLtr : (α ∗α → order) → α ltr ∗α ltr → order für markierte Bäume, die eine
Ordnung für die Markierungen mit der lexikalischen Baumordnung kombiniert. Bei-
spielsweise soll compareLtr Int.compare (t1,t2) den Wert GREATER liefern (t1 und t2
sind die oben als Beispiele angegebenen Bäume).

7.10 Projektionen
Unter der Präprojektion prep t eines markierten Baums t verstehen wir die gemäß der
Präordnung geordnete Liste seiner Marken (mit Mehrfachauftreten):

prep(L(x, [t1, . . . , tn])) = [x] @ prep t1 @ .. . @ prep tn

Beispielsweise gilt prep t3 = [3,0,1,2,7,7,4,1,2,7,7]. Entsprechend verstehen wir unter
der Postprojektion eines markierten Baums die gemäß der Postordnung geordnete Liste
seiner Marken (mit Mehrfachauftreten):

pop(L(x, [t1, . . . , tn])) = pop t1 @ .. . @ pop tn @[x]

Beispielsweise gilt pop t3= [2,7,7,1,0,4,2,7,7,1,3].

Aufgabe 7.52 Schreiben Sie eine Prozedur prep : α ltr →α list, die die Präprojektion ei-
nes markierten Baums liefert.

Aufgabe 7.53 Schreiben Sie eine Prozedur pop : α ltr →α list, die die Postprojektion ei-
nes markierten Baums liefert.

Aufgabe 7.54 Die Grenze eines markierten Baums ist die Liste der Marken seiner
Blätter, in der Ordnung ihres Auftretens von links nach rechts und mit Mehrfach-
auftreten. Die Grenze des Baums t3 ist [2,7,7,4,2,7,7]. Schreiben Sie eine Prozedur
frontier : α ltr →α list, die die Grenze eines Baums liefert.

Aufgabe 7.55 Die n-te Ebene eines markierten Baums ist die Liste der Marken der Kno-
ten, die von der Wurzel den Abstand n haben, angeordnet entsprechend der graphischen
Anordnung der Knoten. Als Beispiel betrachten wir den Baum

7

3 2

1 2

5

1 2
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Frage

Was ist die Präprojektion von  
L("B",[L("A",[L("D",[])]),L("C",[])]) ? 
 

‣ ABDC 

‣ BADC 

‣ CDAB 

‣ DCAB 

‣ DACB

╳

✓
╳

╳

╳
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‣Bei der Inprojektion eines binären markierten Baums  
erscheint die Marke eines inneren Knoten 
nach den Marken des linken Unterbaums und 
vor den Marken des rechten Unterbaums. 

Projektionen

152 7 Bäume

Die nullte Ebene ist [7], die erste Ebene ist [3,2,5], die zweite Ebene ist [1,2,1,2],
und die dritte und alle nachfolgenden Ebenen sind []. Schreiben Sie eine Prozedur
level : α ltr → int →α list, die die n-te Ebene eines Baums liefert.

Aufgabe 7.56 Bei der Inprojektion eines binären Baums erscheinen die Marken der in-
neren Knoten jeweils nach den Marken des linken und vor den Marken des rechten Un-
terbaums: inpro(L(x, [t1, t2])) = inpro t1 @[x]@ inpro t2. Beispielsweise hat der Baum

3

1

0 2

5

4 6

die Inprojektion [0,1,2,3,4,5,6]. Schreiben Sie eine polymorphe Prozedur
inpro : α ltr →α list, die die Inprojektion eines binären Baums liefert. Wenn die Proze-
dur auf einen Baum angewendet wird, der nicht binär ist, soll die Ausnahme Domain
geworfen werden.

Bemerkungen

In diesem Kapitel haben wir den Begriff des baumartigen Objektes mithilfe ausführbarer
Standardmodelle für reine und markierte Bäume präzise formuliert. Standardmodelle
spielen in der Informatik eine wichtige Rolle, da man mit ihnen in allgemeiner Form Be-
griffe und Algorithmen erarbeitet kann, die sich auf verschiedene Anwendungen über-
tragen lassen.

Verzeichnis

Reine Bäume: Atomare, zusammengesetzte; Unterbäume und Stelligkeit; lexikalische
Baumordnung; Teilbäume, Auftreten und Adressen; lineare, binäre, balancierte; Größe,
Tiefe, Grad.

Knoten und Kanten: Wurzel, Blätter, innere Knoten; Nachfolger und Vorgänger, n-ter
Nachfolger; übergeordnet und untergeordnet.

Falten und Spiegeln von Bäumen.

Prä- und Postordnung, Prä- und Postnummerierung, Prä- und Postlinearisierung, Stan-
dardtour.

Teilbaumzugriff mit Adressen sowie Prä- und Postnummern.

Reine und finitäre Mengen; Darstellung finitärer Mengen durch gerichtete Bäume; Men-
gendarstellung von natürlichen Zahlen und Paaren.

Verschränkte Rekursion.
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level : α ltr → int →α list, die die n-te Ebene eines Baums liefert.

Aufgabe 7.56 Bei der Inprojektion eines binären Baums erscheinen die Marken der in-
neren Knoten jeweils nach den Marken des linken und vor den Marken des rechten Un-
terbaums: inpro(L(x, [t1, t2])) = inpro t1 @[x]@ inpro t2. Beispielsweise hat der Baum
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0 2
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4 6

die Inprojektion [0,1,2,3,4,5,6]. Schreiben Sie eine polymorphe Prozedur
inpro : α ltr →α list, die die Inprojektion eines binären Baums liefert. Wenn die Proze-
dur auf einen Baum angewendet wird, der nicht binär ist, soll die Ausnahme Domain
geworfen werden.

Bemerkungen

In diesem Kapitel haben wir den Begriff des baumartigen Objektes mithilfe ausführbarer
Standardmodelle für reine und markierte Bäume präzise formuliert. Standardmodelle
spielen in der Informatik eine wichtige Rolle, da man mit ihnen in allgemeiner Form Be-
griffe und Algorithmen erarbeitet kann, die sich auf verschiedene Anwendungen über-
tragen lassen.

Verzeichnis

Reine Bäume: Atomare, zusammengesetzte; Unterbäume und Stelligkeit; lexikalische
Baumordnung; Teilbäume, Auftreten und Adressen; lineare, binäre, balancierte; Größe,
Tiefe, Grad.

Knoten und Kanten: Wurzel, Blätter, innere Knoten; Nachfolger und Vorgänger, n-ter
Nachfolger; übergeordnet und untergeordnet.

Falten und Spiegeln von Bäumen.

Prä- und Postordnung, Prä- und Postnummerierung, Prä- und Postlinearisierung, Stan-
dardtour.

Teilbaumzugriff mit Adressen sowie Prä- und Postnummern.

Reine und finitäre Mengen; Darstellung finitärer Mengen durch gerichtete Bäume; Men-
gendarstellung von natürlichen Zahlen und Paaren.

Verschränkte Rekursion.
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