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Faltung

fold : (a list — a) — tree — «

/O

Schrittprozedur Baum

» Die Schrittprozedur bestimmt den Wert eines Baums
aus den Werten der Unterbaume

fun fold £ (T ts) = £ (map (fold f) ts)

val fold : (a list — a) — tree — «



Pranummerierung vs. Posthummerierung

» Pranummerierung » Posthummerierung
induziert Praordnung induziert Postordnung

Knoten wird beim ersten Besuch Knoten wird beim letzten Besuch
nummeriert. nummeriert.



Frage

Welcher Teilbaum von T[T[TI[]1],T[1] hat Nummer 3
gemafl Pranummerierung?

» T]] -
» TITO]

» TITITOLTO

» keiner




Teilbaumzugriff mit Pranummern

» Auflisten aller Teilbaume in Praordnung

fun presubtrees (T ts) =
foldl (fn (t,tr) => tr @ (presubtrees t))
[T ts] ts

» Zugriff auf Teilbaum mit Pranummer

fun prest t k List.nth(presubtrees t,k)

oder (besser:)

fun prest t =
let
fun prel nil k = raise Subscript
prel (t::tr) 0 =t
prel ((T ts)::tr) k = prel (ts@tr) (k-1)

in
prel [t]
end



Teilbaumzugriff mit Posthummern

» Auflisten aller Teilbaume in Postordnung

fun postsubtrees (T ts) =
foldr (fn (t,tr) => (postsubtrees t) @ tr) [T ts] ts

» Zugriff auf Teilbaum mit Posthummer

fun postst t k = List.nth(postsubtrees t,bk)

wie besser?



Teilbaumzugriff mit Posthummern

» Agenda: tree entry list

datatype ‘a entry = I of ‘a | F of ‘a

I: “Muss noch komplett bearbeitet werden”
F: “Unterbaume befinden sich bereits weiter links auf der Agenda”

» Zugriff auf Teilbaum mit Postnummer

fun postst t =
let
fun postl nil k = raise Subscript
| postl (I (T ts)::es) k =
postl ((map (fn t => (I t)) ts) @ ((F (T ts))::es)) k
postl (F t::es) O t
postl (F t::es) Kk postl es (k-1)

in
postl [I t]
end



Linearisierungen

» Baume konnen als Listen von naturlichen Zahlen dargestellt werden.
Dabei wird jeder Knoten durch seine Stelligkeit dargestellt.

» Pralinearisierung: Anordnung nach Praordnung

fun pre (T ts) = length ts :: List.concat(map pre ts)
riyy ~- 0]
rir{l] -~ [1L,0]
riri, ril  ~ 12,0,0]
rirell, e, 1, ririy  ~ 13,0,2,0,0,1,0]

» Postlinearisierung: Anordnung nach Postordnung
fun post (T ts) = List.concat(map post ts) @ [length ts]

I~ 0]
riri; ~ 10,1}
riri, i~ 10,0,2]
ririy, e, i, riregyny ~10,0,0,2,0,1, 3]



Frage

Welcher der folgenden Listen stellt keine Pra- oder
Postlinearisierung eines Baums dar?

4
4

4




Balancierte Baume

Ein Baum wird als balanciert bezeichnet, wenn die Adressen
seiner Blatter alle die gleiche Lange haben.

N
: LTI,
IO, IS,

balanciert balanciert nicht balanciert




Test auf Balance

Proposition: Ein Baum ist genau dann balanciert,
wenn seine Unterbaume alle balanciert sind
und alle die gleiche Tiefe haben.

exception Unbalanced
fun check (n,m) = if n=m then n else raise Unbalanced

fun depthb (T nil) = 0
| depthb (T(t::tr)) = 1+foldl check (depthb t) (map depthb tr)
val depthb : tree — int (* Unbalanced ¥*)

fun balanced t = (depthb t ; true) handle Unbalanced => false

val balanced : tree — bool



Frage

Welche der folgenden Aussagen sind korrekt?

» Alle Unterbaume eines balancierten Baums sind balanciert. [ ¥

» Alle Unterbaume eines balancierten Baums haben

die gleiche Tiefe. v
» Alle Teilbaume eines balancierten Baums sind balanciert. | ¢

» Alle Teilbaume eines balancierten Baums haben
die gleiche Tiefe.




Finitare Mengen

» Eine Menge heil3t rein,
wenn jedes lhrer Elemente eine reine Menge ist.

» Eine Menge heilt finitar,
wenn sie endlich ist und
jedes lhrer Elemente eine finitare Menge ist.

» Beispiele:
{@, {1} rein und finitar
(@, {o}{{o},...}: rein aber nicht finitar

» Reine Mengen sind eine universelle Datenstruktur fur die
Darstellung mathematischer Objekte!



Darstellung finitarer Mengen

» Wir benutzen reine Baume zur Darstellung finitarer Mengen:
Set( 7 [ty,...,ta] ) ={Set ty,..., Set ts}

» Die Darstellung ist nicht eindeutig.

» Beispiel {7, {2}}:

/ \ 1IN / \



Gerichtete Baume

» Ein Baum ist gerichtet,
wenn seine Unterbaumlisten strikt sortiert sind
gemals der lexikalischen Baumordnung.

» Beispiel:

AN I / '\
\ \ \

gerichtet nicht gerichtet nicht gerichtet

fun strict(t::t’::tr) = compareTree(t,t’)=LESS andalso strict(t’::tr)

| strict _ = true

fun directed (T ts) = strict ts andalso List.all directed ts

val directed : tree — bool



Mengengleichheit

/ '\ I / '\

Unter welchen Umstanden stellen
zwei reine Baume die gleiche Menge dar?

1. Sett, =Sett,genaudann,
wenn Set t1 C Set to und Set t; C Set t;.

2. Sett; C Set t> genau dann,
wenn Set t;” € Set t, flir jeden Unterbaum t;" von t;.

3. Set t; € Set t> genau dann,
wenn Set t; = Set to’ fUr einen Unterbaum ' von 6.



Verschrankte Rekursion

1. Sett, =Sett,genaudann,
wenn Set t; C Set o und Set t5 C Set t.

2. Sett; C Set t> genau dann,
wenn Set t;” € Set t, flir jeden Unterbaum t;" von t;.

3. Sett; € Set t> genau dann,
wenn Set t; = Set to’ fUr einen Unterbaum ' von 6.

fun eqset x y = subset x y andalso subset y X

and subset (T xs) y

and member x (T ys)

List.all (fn x => member x y) Xs

List.exists (egset x) ys



Verschrankte Rekursion

o Beispiel: Die Grof3e eines Baums

fun size (T ts) = foldl op+ 1 (map size ts)

val size : tree — Iint

val size = fold (foldl op+ 1)

fun size (T ts) = foldl accusize 1 ts

and accusize (t,a) = size t + a




Von verschrankter zu einfacher Rekursion

Verschrankte Rekursion kann stets auf einfache Rekursion
zuruckgefuhrt werden.

Beispiel:

» fun £ (x,Vv)
and g (X,Y)

i1f x>0 then f(x-1,y) + g(x,y-1) else 1
if y>0 then f(x-1,y) + g(x,y-1) else 1

)

» fun £’ g (x,y) = 1f x>0 then f’' g (x-1,y) + g(x,y-1) else 1
fun g (x,y) = 1f y>0 then f’' g (x-1,y) + g(x,y-1) else 1
fun £ (x,vy)

£f' g (x,Y)



Markierte Baume

» In einem markierten Baum ist jeder Knoten mit einer
Marke (einem Wert aus einem Grundtyp) versehen.

datatype ’a ltr = L of ’a * ’a ltr list

val t1 = L(7,[1)
val t2 = L(1, [L(2,[]), t1, t1])
val t3 = L(3, [L(O0,[t2]), L({4,[]), t2]) ]
0 AN
1 ] 2’///:;\\\\7
I 1
7 2’///:7\\\\7 2’///17\\\\7

r1=L({7,[]) t2=L(Q1,[LEZ, (], 11, r1]) t3 =L@, [L(O0,[12]), L(4,[]), £2])



Kopf und Gestalt

» Die Marke der Wurzel heil3t der Kopf des markierten Baums.
fun head (L(x,_)) = x

val head : a Itr — «

» Die Gestalt ist der reine Baum, den man durch
Loschen der Marken erhalt.

fun shape (L(_,ts)) = T(map shape ts)

val shape : a Itr — tree

» Uber die Gestalt Gibertragen sich alle Begriffe fiir reine Baume
(Stelligkeit, linear, binar, balanciert, Grol3e, Tiefe,...) auf markierte
Baume.



Prozeduren auf markierten Baumen

» Suche nach der ersten Marke im Baum gemaf Praordnung, flr die
eine gegebene Prozedur true liefert.

fun find p t = let
fun find’ nil = NONE
| find’ (L(x, ts)::tr) =
if p x then SOME x else find’ (ts @ tr)
in
find’ [t]
end

» Anwenden einer Prozedur auf alle Marken im Baum.

fun lmap £ (L (x, ts)) =L (f x, map (lmap f) ts)



Projektionen

» Die Praprojektion eines markierten Baums ist die gemaf
Praordnung geordnete Liste seiner Marken.

prep(L(x, [t1,...,ty])) = [x] @ prep 1 @... @ prep t,

» Die Postprojektion eines markierten Baums ist die gemaf
Postordnung geordnete Liste seiner Marken.

pop(L(x, [t1,...,tyl)) = pop 1 @ ... @ pop t,, @ | x|

prep t3 = (3,0,1,2,7,7,4,1,2,7,7]

pop t3=12,7,7,1,0,4,2,7,7,1, 3]




Frage

Was ist die Praprojektion von
L("B"[L("A%IL("D%[1)]),L("C%ID]) ?




Projektionen

» Bei der Inprojektion eines binaren markierten Baums
erscheint die Marke eines inneren Knoten
nach den Marken des linken Unterbaums und
vor den Marken des rechten Unterbaums.

3

e \ 0,1,2,3,4,5,6]

1 5
/ N\ / N\
0 2 4 6
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