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Prozeduren

‣ Unter einer Prozedur verstehen wir eine  
Berechnungsvorschrift für eine Funktion. 

‣ Prozeduren werden durch Gleichungen beschrieben. 

‣ Prozedurdeklaration:

1.3 Prozeduren 5

1.2.3 Fehlermeldungen

Ein Interpreter prüft für jede Eingabe, ob sie gemäß den Regeln der Sprache zulässig ist.
Unzulässige Eingaben werden mit einer Fehlermeldung beantwortet. Hier ist ein Bei-
spiel:

vall x = 4

! Toplevel input:

! vall x = 4;<EOF>

! ^^^^^^^^^

! Unbound value identifier: vall

Die Fehlermeldung besagt, dass das Wort vall vom Interpreter als ein ungebundener Be-
zeichner eingestuft wurde. Da die Fehlermeldungen des Interpreters auf Programmierer
ausgerichtet sind, die sich mit Standard ML gut auskennen, werden die meisten Fehler-
meldungen für Sie vorerst größtenteils unverständlich sein.

1.3 Prozeduren
Unter einer Prozedur verstehen wir eine Berechnungsvorschrift, die bei der Anwendung
auf ein Argument ein Ergebnis liefert. Prozeduren werden durch Gleichungen beschrie-
ben. Beispielsweise beschreibt die Gleichung

quadrat(x)= x · x

eine Prozedur, die zu einer Zahl das Quadrat liefert. Diese Prozedur können wir in Stan-
dard ML mit der Prozedurdeklaration

fun quadrat (x:int) = x*x

val quadrat : int → int

an den Bezeichner quadrat binden. Der Bezeichner quadrat erhält dabei den
Typ int → int, was besagt, dass er an eine Prozedur gebunden ist, die auf Argumen-
te des Typs int angewendet werden kann und Ergebnisse des Typs int liefert.

Ausdrücke der Bauart quadrat(2+3) werden als Prozeduranwendungen bezeichnet. Sie
bestehen aus zwei Teilausdrücken. Der erste Teilausdruck beschreibt die anzuwendende
Prozedur, und der zweite den als Argument zu verwendenden Wert.

quadrat(2+3)

25 : int

quadrat 4

16 : int

Statt quadrat 4 kann man auch quadrat(4) schreiben. Eine Klammerung des Argumen-
tausdrucks ist nur dann erforderlich, wenn dieser wie bei quadrat(2+3) aus mehreren
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‣ Ein und dieselbe Funktion kann durch  
verschiedene Prozeduren berechnet werden! 

‣ Eine Berechnungsvorschrift heißt Algorithmus.
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6 1 Schnellkurs

Teilausdrücken besteht. Wenn man hier die Klammern weglässt, wird die Prozeduran-
wendung der Addition untergeordnet:

quadrat 2 + 3

7 : int

(quadrat 2) + 3

7 : int

Hier sind Beispiele für Ausdrücke mit zwei Prozeduranwendungen:

quadrat 2 + quadrat 3

13 : int

quadrat (2 + quadrat 3)

121 : int

quadrat (quadrat 3)

81 : int

Wie wir bereits festgestellt haben, hat die Prozedur quadrat den Typ int → int. Allgemein
besteht ein Prozedurtyp t1 → t2 aus einem Argumenttyp einer Prozedur t1 und einem
Ergebnistyp einer Prozedur t2. Eine Prozedur des Typs t1 → t2 kann auf Argumente des
Typs t1 angewendet werden und liefert Ergebnisse des Typs t2.

Am Beispiel der obigen Prozedurdeklaration wollen wir noch einige Sprechweisen für
Prozeduren einführen:

Argumentmuster Rumpf

Argumentvariable

fun quadrat
︷ ︸︸ ︷

(x : int) =
︷ ︸︸ ︷

x ∗ x

Zu einer Prozedur gehört ein Argumentmuster und ein Rumpf. Das Argumentmuster
bestimmt den Argumenttyp der Prozedur und führt einen Bezeichner ein, der das Argu-
ment darstellt und als Argumentvariable bezeichnet wird. Der Rumpf einer Prozedur
ist ein Ausdruck, der beschreibt, wie das Ergebnis der Prozedur zu berechnen ist.

Bei einer Prozedur handelt es sich um eine Berechnungsvorschrift für eine Funktion.
Das erklärt das einleitende Schlüsselwort fun bei Prozedurdeklarationen. Eine Funkti-
on beschreibt eine Abbildung von Argumenten auf Ergebnisse, ohne sich dabei auf eine
bestimmte Berechnungsvorschrift festzulegen. Daher kann ein und dieselbe Funktion
durch verschiedene Prozeduren berechnet werden. Beispielsweise berechnet die Proze-
dur
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‣ ein Prozedurtyp t1 → t2 besteht aus  
einem Argumenttyp t1 und  
einem Ergebnistyp t2.  

‣ Eine Prozedur des Typs t1 → t2  
kann auf Argumente des Typs t1 angewendet werden  
und liefert Ergebnisse des Typs t2.

Prozedurtypen

1.3 Prozeduren 5
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Vergleiche und Konditionale

‣ ein Vergleich ist eine Operation, die testet, 
ob eine Bedingung wahr ist 

‣ ein Konditional ist ein Ausdruck, der eine  
Fallunterscheidung realisiert

1.4 Vergleiche und Konditionale 7

fun quadrat’ (y:int) = y*(y-1)+y

val quadrat’ : int → int

dieselbe Funktion wie die Prozedur quadrat.

Berechnungsvorschriften bezeichnet man in der Informatik als Algorithmen. Bei Pro-
zeduren handelt es sich dementsprechend um Algorithmen, die durch Gleichungen be-
schrieben sind und Funktionen berechnen.

Aufgabe 1.2 Deklarieren Sie eine Prozedur p : int → int, die für x das Ergebnis 2x2−x lie-
fert. Identifizieren Sie das Argumentmuster, die Argumentvariable und den Rumpf Ihrer
Prozedurdeklaration.

1.4 Vergleiche und Konditionale

Ein Vergleich ist eine Operation, die testet, ob eine Bedingung erfüllt ist, und dem-
entsprechend den Wert false oder true liefert:

3<3

false : bool

3<=3

true : bool

3>=3

true : bool

3=3

true : bool

3<>3

false : bool

Die Zeichenkombinationen <=, >= und <> bezeichnen die Operatoren für die Verglei-
che ≤, ≥ und %=. Die Werte false und true werden als Boolesche Werte bezeichnet und
haben den Typ bool, der keine sonstigen Werte hat.

Ein Konditional ist ein Ausdruck, der eine Wenn-Dann-Sonst-Entscheidung gemäß ei-
nes Booleschen Werts realisiert:

if false then 5 else 7

7 : int

if true then 5 else 7

5 : int

Da Vergleiche Boolesche Werte liefern, können sie mit Konditionalen kombiniert wer-
den:
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if 4<2 then 3*5 else 7*1

7 : int

if 4=2*2 then 3*5 else 7*1

15 : int

Konditionale werden vor allem im Rumpf von Prozeduren verwendet. Hier ist eine Pro-
zedur, die den sogenannten Absolutbetrag einer ganzen Zahl liefert:

fun betrag (x:int) = if x<0 then ~x else x

val betrag : int → int

betrag ~3

3 : int

Allgemein hat ein Konditional die Form if e1 then e2 else e3. Die Teilausdrücke e1, e2

und e3 werden als Bedingung, Konsequenz und Alternative des Konditionals bezeich-
net. Bei if , then und else handelt es sich um Schlüsselwörter. In die Bedingung, Kon-
sequenz oder Alternative eines Konditionals können weitere Konditionale geschachtelt
werden:

if 4<2 then 3 else if 2<3 then ~1 else 1

~1 : int

Aufgabe 1.3 (Signum) Schreiben Sie eine Prozedur signum : int → int, die für negative
Argumente −1, für positive Argumente 1, und für 0 das Ergebnis 0 liefert.

1.5 Lokale Deklarationen und Hilfsprozeduren
Das Programm

val a = 2*2

val b = a*a

val c = b*b

berechnet die Potenz 28 mithilfe von 3 Multiplikationen. Wir stellen uns jetzt die Frage,
wie wir eine Prozedur schreiben können, die zu einer beliebigen Zahl x die Potenz x8

mit nur 3 Multiplikationen bestimmt. Das gelingt mithilfe sogenannter lokaler Dekla-
rationen:

fun hoch8 (x:int) =

let

val a = x*x

val b = a*a

in

b*b

end

val hoch8 : int → int
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Lokale Deklarationen, Hilfsprozeduren

8 1 Schnellkurs
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‣Hilfsprozedur:
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1.6 Tupel 9

hoch8 2

256 : int

Statt mit lokalen Deklarationen können wir auch mit einer Hilfsprozedur arbeiten:

fun q (y:int) = y*y

fun hoch8 (x:int) = q (q (q x))

Aufgabe 1.4 Schreiben Sie eine Prozedur hoch17 : int → int, die zu einer Zahl x die Po-
tenz x17 berechnet. Dabei sollen möglichst wenig Multiplikationen verwendet werden.
Schreiben Sie die Prozedur auf zwei Arten: Mit einer Hilfsprozedur und mit lokalen De-
klarationen.

1.6 Tupel

Ein Tupel ist eine Folge (v1, . . . , vn ) von Werten. Wir unterscheiden zwischen den Positio-
nen (die Zahlen 1,. . . ,n) und den Komponenten (die Werte v1, . . . , vn) eines Tupels. Die
Komponente vi an der i -ten Position eines Tupels bezeichnen wir als die i -te Kompo-
nente des Tupels. Die Anzahl der Positionen eines Tupels bezeichnen wir als die Länge
des Tupels. Als Beispiel betrachten wir das Tupel (7,2,true,2). Dieses Tupel hat die Po-
sitionen 1, 2, 3, 4; die Komponenten 2,7, true; und die Länge 4. Hier sind Beispiele für
Ausdrücke, die Tupel beschreiben:

(7, 2, true, 2)

(7, 2, true, 2) : int * int * bool * int

(7+2, 2*7)

(9, 14) : int * int

Der Typ eines Tupelausdrucks ergibt sich aus den Typen der Ausdrücke, die die Kom-
ponenten des Tupels beschreiben. Beispielsweise hat der Tupelausdruck (3,true,3) den
Typ int ∗bool∗ int. Allgemein besteht ein Tupeltyp t1∗ · · ·∗ tn aus n ≥ 2 Typen t1, . . . , tn .

Tupel sind sogenannte zusammengesetzte Werte. Das bedeutet insbesondere, dass Tu-
pel Werte sind. Also ist es möglich, Tupel zu größeren Tupeln zusammenzufassen:

((1,2), (3,4)) : (int ∗ int)∗ (int ∗ int)

Den Aufbau solcher geschachtelten Tupel können wir grafisch mithilfe von Baumdar-
stellungen verdeutlichen:

()

()

1 2

()

3 4
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Tupel

1.6 Tupel 9
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‣ Tupel: Folge von Werten (ν1, …, νn) 

‣ Positionen: Zahlen 1,…,n   

‣ Komponenten: Werte ν1, …, νn 

‣ Länge: Anzahl der Positionen 

‣ Der Typ eines Tupelausdrucks  
ergibt sich aus den Typen der Ausdrücke,  
die die Komponenten beschreiben. 
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Frage

Welche der folgenden Tupel haben 
3 Positionen und 2 Komponenten? 

‣ (1,2,()) 

‣ (1,2) 

‣ ((),2,()) 

‣ ((1),2,(3)) 
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Geschachtelte Tupel

‣ Baumdarstellung: 
 

1.6 Tupel 9

hoch8 2

256 : int
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Tupel sind sogenannte zusammengesetzte Werte. Das bedeutet insbesondere, dass Tu-
pel Werte sind. Also ist es möglich, Tupel zu größeren Tupeln zusammenzufassen:
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Aufgabe 1.4 Schreiben Sie eine Prozedur hoch17 : int → int, die zu einer Zahl x die Po-
tenz x17 berechnet. Dabei sollen möglichst wenig Multiplikationen verwendet werden.
Schreiben Sie die Prozedur auf zwei Arten: Mit einer Hilfsprozedur und mit lokalen De-
klarationen.

1.6 Tupel

Ein Tupel ist eine Folge (v1, . . . , vn ) von Werten. Wir unterscheiden zwischen den Positio-
nen (die Zahlen 1,. . . ,n) und den Komponenten (die Werte v1, . . . , vn) eines Tupels. Die
Komponente vi an der i -ten Position eines Tupels bezeichnen wir als die i -te Kompo-
nente des Tupels. Die Anzahl der Positionen eines Tupels bezeichnen wir als die Länge
des Tupels. Als Beispiel betrachten wir das Tupel (7,2,true,2). Dieses Tupel hat die Po-
sitionen 1, 2, 3, 4; die Komponenten 2,7, true; und die Länge 4. Hier sind Beispiele für
Ausdrücke, die Tupel beschreiben:

(7, 2, true, 2)

(7, 2, true, 2) : int * int * bool * int

(7+2, 2*7)

(9, 14) : int * int

Der Typ eines Tupelausdrucks ergibt sich aus den Typen der Ausdrücke, die die Kom-
ponenten des Tupels beschreiben. Beispielsweise hat der Tupelausdruck (3,true,3) den
Typ int ∗bool∗ int. Allgemein besteht ein Tupeltyp t1∗ · · ·∗ tn aus n ≥ 2 Typen t1, . . . , tn .

Tupel sind sogenannte zusammengesetzte Werte. Das bedeutet insbesondere, dass Tu-
pel Werte sind. Also ist es möglich, Tupel zu größeren Tupeln zusammenzufassen:

((1,2), (3,4)) : (int ∗ int)∗ (int ∗ int)

Den Aufbau solcher geschachtelten Tupel können wir grafisch mithilfe von Baumdar-
stellungen verdeutlichen:

()

()

1 2

()

3 4
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Begriffe

‣ n-stellige Tupel: (ν1, …, νn) 

‣ Paare: (1,2)   

‣ Tripel: (1,(2,3),4) 

‣ Leeres Tupel: () : unit 

‣ Projektion aus Tupeln: # 
 
#2 (1,2,3) 
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Kartesische Muster

‣ Kartesisches Argumentmuster: 
 

10 1 Schnellkurs

Wir führen noch ein paar zusätzliche Sprechweisen für Tupel ein. Unter einem n-
stelligen Tupel verstehen wir ein Tupel der Länge n. Zweistellige Tupel bezeichnen wir
als Paare und dreistellige Tupel als Tripel. Das nullstellige Tupel () heißt auch leeres Tu-
pel. Es hat den speziellen Typ unit, der keine weiteren Werte hat:

()

() : unit

Gedanklich unterscheiden wir zwischen dem einstelligen Tupel (5) und der Zahl 5. Ein-
stellige Tupel lassen sich in Standard ML allerdings nicht mit Klammern darstellen, da
der Ausdruck (5) als eine geklammerte Darstellung der Zahl 5 interpretiert wird.

Auf die Komponenten eines Tupels kann mithilfe sogenannter Projektionen zugegriffen
werden:

val x = (5-2, 1<2, 2*2)

val x = (3, true, 4) : int * bool * int

#3 x

4 : int

#2 x

true : bool

Aufgabe 1.5

a) Geben Sie ein Tupel mit 3 Positionen und nur einer Komponente an.

b) Geben Sie einen Tupelausdruck an, der den Typ int ∗ (bool∗ (int∗unit)) hat.

c) Geben Sie ein Paar an, dessen erste Komponente ein Paar und dessen zweite Kom-
ponente ein Tripel ist.

1.7 Kartesische Muster
Auf die Komponenten eines Tupels kann man auch mit Deklarationen zugreifen, die mit
kartesischen Mustern formuliert sind:

val (x,y) = (3,4)

val x = 3 : int

val y = 4 : int

Diese Deklaration bindet die Bezeichner x und y gemäß dem Muster (x, y) an die erste
und zweite Komponente des Paares (3,4).

Ein interessantes Beispiel ist die Deklaration

val (x,y) = (y,x)

val x = 4 : int

val y = 3 : int
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Diese vertauscht die Werte der Bezeichner x und y .

Wir wollen jetzt eine Prozedur

swap : int ∗ int → int ∗ int

deklarieren, die die Komponenten eines Paares vertauscht. Beispielsweise soll swap(3,4)
das Paar (4,3) liefern. Bei swap handelt es sich also um eine Prozedur, die ein Paar als
Argument bekommt und ein Paar als Ergebnis liefert. Hier sind drei mögliche Deklara-
tionen für swap:

fun swap (p:int*int) = (#2p, #1p)

fun swap (p:int*int) = let val (x,y) = p in (y,x) end

fun swap (x:int, y:int) = (y,x)

Die Deklarationen liefern Prozeduren, die sich nach außen hin völlig gleich verhalten.
Die dritte Deklaration formuliert swap mit einem kartesischen Argumentmuster, das
zwei Argumentvariablen x und y einführt.

Hier ist eine Prozedur, die zu zwei Zahlen die größere liefert:

fun max (x:int, y:int) = if x<y then y else x

val max : int * int → int

max (5,3)

5 : int

max (~5,3)

3 : int

Obwohl das streng genommen nicht der Fall ist, werden wir sagen, dass Prozeduren wie
swap und max zwei Argumente haben. Diese Sprechweise ist zwar ungenau, aber be-
quem und allgemein üblich.

Aufgabe 1.6 Schreiben Sie eine Prozedur min : int ∗ int → int, die zu zwei Zahlen die
kleinere liefert. Deklarieren Sie min analog zu swap auf 3 verschiedene Arten: mit Pro-
jektionen, mit einer lokalen Deklaration und mit einem kartesischen Argumentmuster.

Aufgabe 1.7 Schreiben Sie eine Prozedur max : int ∗ int ∗ int → int, die zu drei Zahlen
die größte liefert, auf zwei Arten:

a) Benutzen Sie keine Hilfsprozedur und drei Konditionale.

b) Benutzen Sie eine Hilfsprozedur und insgesamt nur ein Konditional.
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1.9 Rekursion 13

a) Schreiben Sie eine Prozedur sec : int ∗ int ∗ int → int, die vom HMS-Format in Sekun-
den umrechnet. Beispielsweise soll sec(1,1,6) die Zahl 3666 liefern.

b) Schreiben Sie eine Prozedur hms : int → int ∗ int ∗ int, die eine in Sekunden ange-
gebene Zeit in das HMS-Format umrechnet. Beispielsweise soll hms 3666 das Tupel
(1,1,6) liefern. Berechnen Sie die Komponenten des Tupels mithilfe lokaler Deklara-
tionen.

1.9 Rekursion
Für die Berechnung vieler Funktionen benötigt man Prozeduren, die Gleichungen wie-
derholt anwenden. Als Beispiel betrachten wir eine Prozedur, die Potenzen xn durch
wiederholte Multiplikation mit x berechnet. Dabei soll n eine natürliche Zahl sein
(0,1,2, . . . ). Wir formulieren die Prozedur zunächst mithilfe von zwei Gleichungen, die
wir als Rekursionsgleichungen bezeichnen:

x0 = 1

xn = x · xn−1 für n > 0

Wenn wir die Rekursionsgleichungen von links nach rechts anwenden, können wir jede
Potenz berechnen. Hier ist ein Beispiel:

23 = 2 ·22 zweite Gleichung

= 2 ·2 ·21 zweite Gleichung

= 2 ·2 ·2 ·20 zweite Gleichung

= 2 ·2 ·2 ·1 erste Gleichung

= 8

Der Clou bei dieser Berechnung ist, dass die zweite Gleichung größere Potenzen auf klei-
nere zurückführt und dass durch wiederholtes Anwenden der zweiten Gleichung der
Exponent auf 0 reduziert wird, sodass die Berechnung mit der ersten Gleichung beendet
werden kann. Die wiederholte Anwendung der zweiten Gleichung wird als Rekursion
bezeichnet.

Um den durch die Rekursionsgleichungen gegebenen Algorithmus in Standard ML
durch eine Prozedur zu realisieren, verbinden wir die beiden Gleichungen mithilfe ei-
nes Konditionals zu einer Gleichung:

xn = if n > 0 then x · xn−1 else 1 für n ≥ 0

Aus dieser Gleichung ergibt sich die folgende Prozedurdeklaration:

fun potenz (x:int, n:int) : int =

if n>0 then x*potenz(x,n-1) else 1

val potenz : int * int → int
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‣ Rekursionsgleichung für die Berechnung der  
Potenz xn durch wiederholte Multiplikation: 

‣  
 

‣ Die wiederholte Anwendung der zweiten Gleichung  
wird als Rekursion bezeichnet. 

‣ Clou: Größere Potenzen werden auf  
kleinere zurückgeführt! 

Rekursion
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๏ Rumpf enthält Selbstanwendung (auch: rekursive 
Anwendung) 

๏ Bei der Deklaration rekursiver Funktionen geben wir den 
Ergebnistyp an. 
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14 1 Schnellkurs

potenz(4,2) = if 2 > 0 then 4∗potenz(4,2−1) else 1

= if true then 4∗potenz(4,2−1) else 1

= 4∗potenz(4,2−1)

= 4∗potenz(4,1)

= 4∗ (if 1 > 0 then 4∗potenz(4,1−1) else 1)

= 4∗ (if true then 4∗potenz(4,1−1) else 1)

= 4∗ (4∗potenz(4,1−1))

= 4∗ (4∗potenz(4,0))

= 4∗ (4∗ (if 0 > 0 then 4∗potenz(4,0−1) else 1))

= 4∗ (4∗ (if false then 4∗potenz(4,0−1) else 1))

= 4∗ (4∗1)

= 4∗4

= 16

Abbildung 1.1: Ein Ausführungsprotokoll

potenz (2,10)

1024 : int

Prozeduren, deren Rumpf so wie potenz eine Selbstanwendung enthält, werden als re-
kursiv bezeichnet. Selbstanwendungen werden auch als rekursive Anwendungen be-
zeichnet. Bei der Deklaration rekursiver Prozeduren geben wir, so wie bei potenz gezeigt,
den Ergebnistyp der Prozedur nach dem Argumentmuster an, damit der Typ der Proze-
dur für die Überprüfung der Selbstanwendung zur Verfügung steht.

Das in Abbildung 1.1 gezeigte Ausführungsprotokoll beschreibt die Ausführung der
Prozeduranwendung potenz(4,2) im Detail. Jeder Ausführungsschritt betrifft einen Tei-
lausdruck, der jeweils durch Unterstreichung hervorgehoben ist. Das verkürzte Aus-
führungsprotokoll für die Anwendung potenz(4,2) fasst jeweils mehrere Ausführungs-
schritte zusammen:

potenz(4,2) = 4∗potenz(4,1)

= 4∗ (4∗potenz(4,0))

= 4∗ (4∗1)

= 16

Bei der Ausführung einer Prozeduranwendung unterscheiden wir zwei Phasen. Die ers-
te Phase führt die Teilausdrücke der Anwendung aus und bestimmt eine Prozedur und
einen als Argument dienenden Wert. Das aus der Prozedur und dem Wert bestehende
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‣ Rekursionsfolge: 

1.9 Rekursion 15

Paar bezeichnen wir als Prozeduraufruf. Beispielsweise liefert die Prozeduranwendung
potenz(2∗2, 1+1) den Prozeduraufruf, der aus der Prozedur potenz und dem Wert (4,2)
besteht. Die zweite Phase führt den Prozeduraufruf aus.

Für die Ausführung eines Aufrufs einer rekursiven Prozedur müssen in der Regel wei-
tere Aufrufe der Prozedur ausgeführt werden. Dadurch ergibt sich eine Folge von Auf-
rufen, die als Rekursionsfolge bezeichnet wird. Für den Aufruf potenz(4,3) ergibt sich
beispielsweise die folgende Rekursionsfolge:

potenz(4,3) → potenz(4,2) → potenz(4,1) → potenz(4,0)

Die Prozedur potenz wählt die richtige Rekursionsgleichung mithilfe eines Konditionals
aus. Damit das wie gezeigt funktioniert, ist wesentlich, dass bei der Ausführung eines
Konditionals zunächst nur die Bedingung ausgeführt wird. Abhängig davon, welchen
Wert die Bedingung liefert, wird dann entweder nur die Konsequenz oder nur die Alter-
native des Konditionals ausgeführt. Das sorgt dafür, dass es bei einem Aufruf potenz(x,0)
zu keinem Aufruf potenz(x,−1) kommt.

Aufgabe 1.12 Sei die folgende rekursive Prozedurdeklaration gegeben:

fun f(n:int, a:int) : int = if n=0 then a else f(n-1, a*n)

a) Geben Sie die Rekursionsfolge für den Aufruf f (3,1) an.

b) Geben Sie ein verkürztes Ausführungsprotokoll für den Ausdruck f (3,1) an.

c) Geben Sie ein detailliertes Ausführungsprotokoll für den Ausdruck f (3,1) an. Halten
Sie sich dabei an das Beispiel in Abbildung 1.1. Wenn es mehrere direkt ausführba-
re Teilausdrücke gibt, soll immer der am weitesten links stehende zuerst ausgeführt
werden. Sie sollten insgesamt 18 Ausführungsschritte bekommen.

Aufgabe 1.13 Schreiben Sie eine rekursive Prozedur mul : int ∗ int → int, die das Pro-
dukt einer natürlichen und einer ganzen Zahl durch wiederholte Addition berechnet.
Beschreiben Sie den zugrunde liegenden Algorithmus zunächst mit Rekursionsglei-
chungen.

Aufgabe 1.14 Der ganzzahlige Quotient x div y lässt sich aus x durch wieder-
holtes Subtrahieren von y bestimmen. Schreiben Sie eine rekursive Prozedur
mydiv : int ∗ int → int, die für x ≥ 0 und y ≥ 1 das Ergebnis x div y liefert. Geben Sie
zunächst Rekursionsgleichungen für x div y an.

Aufgabe 1.15 Auch der ganzzahlige Rest x mod y lässt sich aus x durch wieder-
holtes Subtrahieren von y bestimmen. Schreiben Sie eine rekursive Prozedur
mymod : int ∗ int → int, die für x ≥ 0 und y ≥ 1 das Ergebnis x mod y liefert. Geben
Sie dazu zunächst Rekursionsgleichungen für x mod y an.
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a) Schreiben Sie eine Prozedur sec : int ∗ int ∗ int → int, die vom HMS-Format in Sekun-
den umrechnet. Beispielsweise soll sec(1,1,6) die Zahl 3666 liefern.

b) Schreiben Sie eine Prozedur hms : int → int ∗ int ∗ int, die eine in Sekunden ange-
gebene Zeit in das HMS-Format umrechnet. Beispielsweise soll hms 3666 das Tupel
(1,1,6) liefern. Berechnen Sie die Komponenten des Tupels mithilfe lokaler Deklara-
tionen.

1.9 Rekursion
Für die Berechnung vieler Funktionen benötigt man Prozeduren, die Gleichungen wie-
derholt anwenden. Als Beispiel betrachten wir eine Prozedur, die Potenzen xn durch
wiederholte Multiplikation mit x berechnet. Dabei soll n eine natürliche Zahl sein
(0,1,2, . . . ). Wir formulieren die Prozedur zunächst mithilfe von zwei Gleichungen, die
wir als Rekursionsgleichungen bezeichnen:

x0 = 1

xn = x · xn−1 für n > 0

Wenn wir die Rekursionsgleichungen von links nach rechts anwenden, können wir jede
Potenz berechnen. Hier ist ein Beispiel:

23 = 2 ·22 zweite Gleichung

= 2 ·2 ·21 zweite Gleichung

= 2 ·2 ·2 ·20 zweite Gleichung

= 2 ·2 ·2 ·1 erste Gleichung

= 8

Der Clou bei dieser Berechnung ist, dass die zweite Gleichung größere Potenzen auf klei-
nere zurückführt und dass durch wiederholtes Anwenden der zweiten Gleichung der
Exponent auf 0 reduziert wird, sodass die Berechnung mit der ersten Gleichung beendet
werden kann. Die wiederholte Anwendung der zweiten Gleichung wird als Rekursion
bezeichnet.

Um den durch die Rekursionsgleichungen gegebenen Algorithmus in Standard ML
durch eine Prozedur zu realisieren, verbinden wir die beiden Gleichungen mithilfe ei-
nes Konditionals zu einer Gleichung:

xn = if n > 0 then x · xn−1 else 1 für n ≥ 0

Aus dieser Gleichung ergibt sich die folgende Prozedurdeklaration:

fun potenz (x:int, n:int) : int =

if n>0 then x*potenz(x,n-1) else 1

val potenz : int * int → int
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Frage

Betrachten Sie die rekursive Prozedur  
 
fun r (x:int) : int = if x<0 then 0 else r (x-1) + 1  
 
Was ist der Wert von r(2)? 

‣ 0 

‣ 1 

‣ 2 

‣ 3 
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‣ Reguläre Terminierung:  Die Ausführung des Programms 
endet nach endlich vielen Schritten erfolgreich.  

‣ Abbruch wegen Laufzeitfehler:  Eine Operation  
signalisiert einen Fehler. 

‣ Abbruch wegen Speichererschöpfung:  Der dem  
Interpreter zur Verfügung stehende Speicherplatz ist 
erschöpft.  

‣ Abbruch durch den Benutzer: Die noch laufende  
Ausführung des Programms wird durch den Benutzer 
abgebrochen. 

 

Terminierung
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‣ Eine Ausführung, die nach endlich vielen Schritten endet,  
heißt terminierend.  

‣ Eine nicht terminierende Ausführung 
heißt divergierend.  
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fun p (a:int, x:int, n:int) : int = if n<1 then a else p(a*x,x,n-1)

val p : int * int * int → int

fun potenz (x:int, n:int) = p(1,x,n)

val potenz : int * int → int

Aufgabe 1.21 Schreiben Sie eine Prozedur mul : int ∗ int → int, die das Produkt aus ei-
ner natürlichen und einer ganzen Zahl mit einer endrekursiven Hilfsprozedur durch
wiederholte Addition berechnet.

Aufgabe 1.22 Schreiben Sie eine Prozedur quer : int → int, die die Quersumme einer
ganzen Zahl mithilfe einer endrekursiven Hilfsprozedur berechnet.

Aufgabe 1.23 (Reversion) Unter der Reversion rev n einer natürlichen Zahl n wollen wir
die natürliche Zahl verstehen, die man durch Spiegeln der Dezimaldarstellung von n
erhält. Beispielsweise soll rev 1234 = 4321, rev 76 = 67 und rev 1200 = 21 gelten.

a) Schreiben Sie zunächst eine endrekursive Prozedur rev ′ : int ∗ int → int, die zu zwei
natürlichen Zahlen m und n die Zahl liefert, die sich ergibt, wenn man die rever-
sierte Dezimaldarstellung von n rechts an die Dezimaldarstellung von m anfügt.
Beispielsweise soll rev ′(65,73) = 6537 und rev ′(0,12300) = 321 gelten. Die Arbeits-
weise von rev ′ ergibt sich aus dem verkürzten Ausführungsprotokoll rev ′(65,73) =
rev ′(653,7) = rev ′(6537,0) = 6537.

b) Schreiben Sie mithilfe der Prozedur rev ′ eine Prozedur rev, die natürliche Zahlen re-
versiert.

1.12 Divergenz
Betrachten Sie die endrekursive Prozedur

fun p (x:int) : int = p x

Die Ausführung eines Aufrufs px der Prozedur schreitet unendlich voran, da die Ausfüh-
rung des Aufrufs px erneut zur Ausführung des Aufrufs px führt:

px = px = px = px = px = ···

Ein Ausführung, die nach endlich vielen Schritten endet, bezeichnet man als terminie-
rend. Eine nicht terminierende Ausführung bezeichnet man dagegen als divergierend.
Man sagt auch, dass eine Prozedur für bestimmte Argumente terminiert oder diver-
giert. Die obige Prozedur divergiert für alle Argumente.

Hier ist eine zweite, nicht endrekursive Prozedur, die wie p für alle Argumente divergiert:

c) Machen Sie sich klar, dass die entscheidende Idee bei der Konstruktion des Reversi-
onsalgorithmus die Einführung einer Hilfsfunktion mit einem Akku ist. Überzeugen
Sie sich davon, dass Sie rev nicht ohne Weiteres durch Rekursionsgleichungen be-
stimmen können.
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20 1 Schnellkurs

Eine gewinnbringende Strategie

Programmieren können Sie nur durch eigene geistige Aktivität lernen. Bloßes Le-
sen eines Kapitels genügt nicht. Die beschriebene gedankliche Welt muss in Ih-
rem Kopf so konkrete Formen annehmen, dass Sie sich darin wie in einer vertrau-
ten Umgebung bewegen können. Der dafür erforderliche Mindestaufwand ist die
Bearbeitung der Übungsaufgaben. Bearbeitung heißt, die Lösungen der Aufgaben
selbstständig durch Nachdenken und Probieren zu entwickeln.

Beim Einstieg in die Programmierung erweist sich gezieltes Experimentieren als
eine gewinnbringende Lernstrategie. Erproben Sie alle Beispielprogramme dieses
Buchs mit einem Interpreter. Dabei werden Ihnen oft interessante Varianten ein-
fallen. Wenn Sie diese erkunden, können Sie in kurzer Zeit viel lernen.

Bei den meisten Übungsaufgaben sollen Sie kleine Programme schreiben. Erpro-
ben Sie Ihre Programme stets mit einem Interpreter und überzeugen Sie sich da-
von, dass sie tun, was sie tun sollen. Typischerweise wird das zunächst nicht der
Fall sein. Dann müssen Sie durch Experimentieren, Nachdenken und erneutes Stu-
dium des Lehrmaterials schrittweise herausfinden, was Sie wo falsch gemacht ha-
ben. Dieser als Debugging bezeichnete Prozess ist ein wesentlicher Teil der Lern-
arbeit, der Ihre Problemlösefähigkeit schult und Ihr Verständnis vertieft.

fun q (x:int) : int = 0 + q x

Im Unterschied zu p werden die bei der Ausführung von q durchlaufenen Berechnungs-
zustände jedoch immer größer, sodass mehr und mehr Speicherplatz benötigt wird.

q x = 0+ (q x) = 0+ (0+ (q x)) = 0+ (0+ (0+ (q x))) = . . .

Das hat zur Folge, dass ein Interpreter die Ausführung von q nach kurzer Zeit wegen
Speichererschöpfung abbrechen muss:

val it = q 0

! Uncaught exception: Out_of_memory

Bei der Ausführung mit einem Interpreter kann sich die Divergenz einer rekursiven Pro-
zedur also entweder dadurch zeigen, dass der Interpreter mit der Ausführung nicht zum
Ende kommt oder dass der Interpreter die Ausführung wegen Speichererschöpfung ab-
bricht. Generell gibt es bei der Ausführung eines Programms durch einen Interpreter die
folgenden Möglichkeiten:

• Reguläre Terminierung. Die Ausführung des Programms endet nach endlich vielen
Schritten erfolgreich. Das ist der Normalfall.

• Abbruch wegen Laufzeitfehler. Der Interpreter bricht die Ausführung des Pro-
gramms ab, da eine Operation einen Fehler signalisiert. Ein typisches Beispiel ist Di-
vision durch null.

Bereitgestellt von | Saarländische Universitäts- und Landesbibliothek
Angemeldet

Heruntergeladen am | 10.10.14 14:35

20 1 Schnellkurs

Eine gewinnbringende Strategie

Programmieren können Sie nur durch eigene geistige Aktivität lernen. Bloßes Le-
sen eines Kapitels genügt nicht. Die beschriebene gedankliche Welt muss in Ih-
rem Kopf so konkrete Formen annehmen, dass Sie sich darin wie in einer vertrau-
ten Umgebung bewegen können. Der dafür erforderliche Mindestaufwand ist die
Bearbeitung der Übungsaufgaben. Bearbeitung heißt, die Lösungen der Aufgaben
selbstständig durch Nachdenken und Probieren zu entwickeln.

Beim Einstieg in die Programmierung erweist sich gezieltes Experimentieren als
eine gewinnbringende Lernstrategie. Erproben Sie alle Beispielprogramme dieses
Buchs mit einem Interpreter. Dabei werden Ihnen oft interessante Varianten ein-
fallen. Wenn Sie diese erkunden, können Sie in kurzer Zeit viel lernen.

Bei den meisten Übungsaufgaben sollen Sie kleine Programme schreiben. Erpro-
ben Sie Ihre Programme stets mit einem Interpreter und überzeugen Sie sich da-
von, dass sie tun, was sie tun sollen. Typischerweise wird das zunächst nicht der
Fall sein. Dann müssen Sie durch Experimentieren, Nachdenken und erneutes Stu-
dium des Lehrmaterials schrittweise herausfinden, was Sie wo falsch gemacht ha-
ben. Dieser als Debugging bezeichnete Prozess ist ein wesentlicher Teil der Lern-
arbeit, der Ihre Problemlösefähigkeit schult und Ihr Verständnis vertieft.

fun q (x:int) : int = 0 + q x

Im Unterschied zu p werden die bei der Ausführung von q durchlaufenen Berechnungs-
zustände jedoch immer größer, sodass mehr und mehr Speicherplatz benötigt wird.

q x = 0+ (q x) = 0+ (0+ (q x)) = 0+ (0+ (0+ (q x))) = . . .

Das hat zur Folge, dass ein Interpreter die Ausführung von q nach kurzer Zeit wegen
Speichererschöpfung abbrechen muss:

val it = q 0

! Uncaught exception: Out_of_memory

Bei der Ausführung mit einem Interpreter kann sich die Divergenz einer rekursiven Pro-
zedur also entweder dadurch zeigen, dass der Interpreter mit der Ausführung nicht zum
Ende kommt oder dass der Interpreter die Ausführung wegen Speichererschöpfung ab-
bricht. Generell gibt es bei der Ausführung eines Programms durch einen Interpreter die
folgenden Möglichkeiten:

• Reguläre Terminierung. Die Ausführung des Programms endet nach endlich vielen
Schritten erfolgreich. Das ist der Normalfall.

• Abbruch wegen Laufzeitfehler. Der Interpreter bricht die Ausführung des Pro-
gramms ab, da eine Operation einen Fehler signalisiert. Ein typisches Beispiel ist Di-
vision durch null.

Bereitgestellt von | Saarländische Universitäts- und Landesbibliothek
Angemeldet

Heruntergeladen am | 10.10.14 14:35

Divergenz
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Frage

Welche der folgenden Funktionen divergieren 
(für irgendein Argument)? 

‣ fun f (x:int) : int = if (x<0) then 0 else f(x+1) 

‣ fun f (x:int) : int = if (x<0) then 0 else f(x-1) 

‣ fun f (x:int) : int = if (x<0) then f(x+1) else f(x-1) 

‣ fun f (x:int) : int = if (x<0) then f(x-1) else f(x+1) 
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