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‣Boolesche Werte:        
false: ∅ 
true: {∅} 

‣Natürliche Zahlen: 
0: ∅                2: {{∅}}              4: {{{{∅}}}} 
1: {∅}             3: {{{∅}}}            … 

‣Zahlenmengen: 
 
 
 

‣Paare:  
(x,y): {{x},{x,y}}

Mathematische Objekte als reine Mengen

8.1 Mengen 157

man unter einer n-elementigen Menge eine endliche Menge, die genau n verschiedene
Elemente hat.

Eine Menge X heißt Teilmenge einer Menge Y , wenn jedes Element von X ein Element
von Y ist. Wir schreiben X ⊆ Y , um zu sagen, dass X eine Teilmenge von Y ist. Statt
X ⊆ Y schreiben wir auch Y ⊇ X .

Unter einer echten Teilmenge einer Menge X verstehen wir eine Teilmenge von X , die
verschiedenen von X ist. Wir schreiben X ⊂ Y , um zu sagen, dass X eine echte Teilmenge
von Y ist. Statt X ⊂ Y schreiben wir auch Y ⊃ X .

Seien X und Y Mengen. Dann heißt X (echte) Obermenge von Y , wenn Y eine (echte)
Teilmenge von X ist.

Zwei Mengen X und Y heißen disjunkt, wenn es keine Menge gibt, die sowohl ein Ele-
ment von X als auch ein Element von Y ist.

Wir schreiben x ∉ X , um zu sagen, dass x kein Element der Menge X ist, X &= Y um zu
sagen, dass X und Y verschiedene Mengen sind und X &⊆ Y , um zu sagen, dass X keine
Teilmenge von Y ist.

Wir haben bereits gesehen, dass sich die natürlichen Zahlen durch die finitären Mengen
', {'}, {{'}}, . . . darstellen lassen (Aufgabe 7.39 auf S. 148). Wir können die Symbo-
le 0,1,2, . . . also als Bezeichnungen für die entsprechenden Mengen auffassen. Folglich
könnten wir 0 ∈ 1 ∈ 2 ∈ · · · schreiben. Wir wollen von diesem Hintergrundwissen aber
keinen Gebrauch machen und die Symbole für Zahlen nur typgerecht verwenden.

Auch die reellen Zahlen können als Mengen dargestellt werden. Dazu muss man aller-
dings mehr Aufwand betreiben als bei den natürlichen Zahlen. Zunächst muss man die
rationalen Zahlen darstellen. Danach kann man die reellen Zahlen durch sogenannte
Dedekindsche Schnitte darstellen. Wir vereinbaren die folgenden Bezeichnungen für oft
vorkommende Zahlenmengen:

B := {0, 1} Boolesche Werte
N := {0, 1, 2, . . . } Natürliche Zahlen
N+ := {1, 2, 3, . . . } Positive natürliche Zahlen
Z := { . . . , −2, −1, 0, 1, 2, . . . } Ganze Zahlen
R := Menge der reellen Zahlen Reelle Zahlen

Wir gehen davon aus, dass die Darstellungen der Zahlen so gewählt sind, dass N⊆Z⊆R

gilt.

Mit der Notation { x | A } bezeichnen wir die Menge aller Mengen x, die die Eigenschaft
A haben. Mithilfe dieser Notation können wir den Schnitt, die Vereinigung und die Dif-
ferenz zweier Mengen X , Y wie folgt definieren:

X ∩Y := { z | z ∈ X und z ∈ Y } Schnitt

X ∪Y := { z | z ∈ X oder z ∈ Y } Vereinigung

X −Y := { z | z ∈ X und z ∉ Y } Differenz
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‣ Eine (mathematische) Prozedur ist eine 
Berechnungsvorschrift, die bei der Anwendung auf ein 
Argument ein Ergebnis liefert. 

‣Mathematische Prozeduren sind mathematische Objekte,  
die unabhängig von einer Programmiersprache existieren. 

‣ Eine mathematische Prozedur ist gegeben durch 

‣ den Namen der Prozedur,  

‣ den Argumentbereich, 

‣ den Ergebnisbereich, und 

‣ eine oder mehrere, eventuell rekursive, definierende 
Gleichungen.

Mathematische Prozeduren

Vorlesung 13
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Sei p eine Prozedur X → Y und x ∈ X.  
Wir sagen, dass die Anwendung p x 

‣mit dem Ergebnis y terminiert (auch: für x mit y terminiert 
oder für x das Ergebnis y liefert), wenn es ein 
Ausführungsprotokoll gibt, das mit p x beginnt und mit y endet. 

‣ divergiert, wenn es kein terminierendes 
Ausführungsprotokoll gibt, das mit p x beginnt.  

Der Definitionsbereich einer Prozedur p ist die Menge der 
terminierenden Argumente: 

Terminierung

9.2 Ausführung 183

Die Prozeduren fac, fib, euclid und gcd sind terminierend. Die Prozedur fac′ terminiert
für alle natürlichen Zahlen und divergiert für alle negativen ganzen Zahlen. Da wir keine
Hilfsprozeduren zulassen, kann die Anwendung einer Prozedur nur dann divergieren,
wenn die Prozedur rekursiv ist.

Der Definitionsbereich einer Prozedur p : X → Y ist die Menge aller terminierenden
Argumente:

Dom p := { x ∈ X | p terminiert für x }

Wenn die Anwendung einer Prozedur auf ein Argument terminiert, liefert sie ein ein-
deutig bestimmtes Ergebnis, bei dem es sich um ein Element des Ergebnisbereichs der
Prozedur handelt.

Die Ausführung einer Prozeduranwendung findet gedanklich statt, nicht auf einem rea-
len Interpreter. Es gibt also keine Speicherplatzbeschränkung und keine Größenbe-
schränkung für Zahlen. Zusammen mit den Wohlgeformtheitsbedingungen für Proze-
duren sorgt dies dafür, dass keine Laufzeitfehler auftreten können.

Eine Prozedur p erweitert eine Prozedur q , wenn jede Anwendungsgleichung für q bis
auf den Prozedurnamen eine Anwendungsgleichung für p ist. Beispielsweise erweitert
die Prozedur fac′ die Prozedur fac. Als weiteres Beispiel betrachten wir die Prozedur

fib′ : N→N

fib′ n = n für n < 2
fib′ n = fib′(n −1)+fib′(n −2) für n ≥ 2

Offensichtlich erweitert fib′ die Prozedur fib. Umgekehrt erweitert aber auch fib die Pro-
zedur fib′. Wir sagen, dass sich die Prozeduren fib und fib′ wechselseitig erweitern.

Satz 9.1 (Erweiterung) Wenn eine Prozedur p eine Prozedur q erweitert, gilt:

1. Der Argumentbereich von q ist eine Teilmenge des Argumentbereichs von p.

2. Jedes Ausführungsprotokoll für q ist ein Ausführungsprotokoll für p (bis auf den Pro-
zedurnamen).

3. Terminiert q für x mit dem Ergebnis y , so gilt dies auch für p.

Beweis Die erste Behauptung folgt aus der Tatsache, dass für jedes Argument eine An-
wendungsgleichung existiert. Die zweite Behauptung folgt aus der Tatsache, dass die
Ausführungsprotokolle einer Prozedur mit den Anwendungsgleichungen der Prozedur
gebildet werden. Die dritte Behauptung folgt aus der zweiten Behauptung. ■

Aufgabe 9.3 Geben Sie die Anwendungsgleichungen für die folgenden Anwendungen
der Beispielprozeduren an:

a) fib 7

b) euclid(63,35)

c) gcd(35,21)
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‣ Eine Prozedur terminiert für x genau dann,  
wenn ihre Rekursionsrelation für x terminiert. 

‣ Eine Prozedur terminiert genau dann,  
wenn ihre Rekursionsrelation terminiert. 

‣ Eine Prozedur terminiert für ein Argument genau dann,  
wenn sie für alle Folgeargumente terminiert. 
 

‣ Eine Funktion                       heißt natürliche 
Terminierungsfunktion für eine Prozedur p, wenn für jeden 
Rekursionsschritt (x,x’) von p gilt:   f x > f x’. 

‣ Proposition: Wenn für eine Prozedur eine natürliche 
Terminierungsfunktion existiert, dann terminiert die 
Prozedur für alle Argumente. 

Terminierungsfunktion für Prozeduren

9.5 Rekursionsrelationen 187

Hier sind die Rekursionsrelationen für einige unserer Beispielprozeduren:

abs : !

fac : { (n,n −1) | n ∈N, n > 0}

fib : { (n,n′) ∈N
2 | 0 ≤ n −2 ≤ n′ ≤ n −1 }

gcd : { ((x, y), (x, y − x)) | (x, y) ∈N
2, 0 < x < y } ∪

{((x, y), (x − y, y)) | (x, y) ∈N
2, x > y > 0}

Mithilfe der Rekursionsrelation können die Terminierungseigenschaften einer Prozedur
analysiert werden:

Satz 9.2 (Terminierung) Sei p eine Prozedur X → Y mit der Rekursionsrelation R . Dann
gilt:

1. p terminiert für ein Argument x genau dann, wenn R für x terminiert.

2. p terminiert genau dann, wenn R terminiert.

3. Dom p = { x ∈ X | R terminiert für x }

Beweis Behauptung (2) und (3) folgen sofort aus (1). Behauptung (1) ist zumindest für
linear-rekursive Prozeduren offensichtlich. Für baumrekursive Prozeduren folgt (1) mit
Königs Lemma (ein grundlegendes Resultat der Mengenlehre). ■

Proposition 9.3 Eine Prozedur terminiert für ein Argument x genau dann, wenn sie für
alle Folgeargumente von x terminiert.

Sei p : X → Y eine Prozedur. Dann heißt eine Funktion f ∈ X →N natürliche Terminie-
rungsfunktion für p, wenn für jeden Rekursionsschritt (x, x ′) von p gilt: f x > f x ′. Durch
die Angabe einer Terminierungsfunktion können wir beweisen, dass eine Prozedur für
alle Argumente terminiert:

Proposition 9.4 Wenn für eine Prozedur eine natürliche Terminierungsfunktion exis-
tiert, dann terminiert die Prozedur für alle Argumente.

Beweis Sei p eine Prozedur mit der Rekursionsrelation R . Aus der natürlichen Terminie-
rungsfunktion für p ergibt sich eine natürliche Terminierungsfunktion für R . Also termi-
niert R gemäß Proposition 8.12 auf S. 174, und p gemäß dem Terminierungssatz 9.2. ■

Hier sind natürliche Terminierungsfunktionen für unsere Beispielprozeduren:

fac : λn ∈N.n

fib : λn ∈N.n

euclid : λ(x, y) ∈N
2. y

gcd : λ(x, y) ∈N
2
+. x + y
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‣ Die Ergebnisfunktion einer Prozedur p: 
 
 

‣ Eine Prozedur p berechnet eine Funktion f, wenn  
Dom f ⊆ Dom p und  
p für jedes Argument x ∈ Dom f das Ergebnis f x liefert. 

‣ Die Prozedur p berechnet f also genau dann,  
wenn f eine Teilmenge der Ergebnisfunktion ist. 

‣ Die Ergebnisfunktion ist die größte Funktion,  
die von p berechnet wird. 

‣ Proposition: Sei p eine Prozedur, die eine Funktion f  berechnet.  
Dann ist f die Ergebnisfunktion von p genau dann,  
wenn Dom f = Dom p. 

Ergebnisfunktion

188 9 Mathematische Prozeduren

Für die Prozedur fac′ gibt es keine Terminierungsfunktion, da sie nicht für alle Argu-
mente terminiert. Informell würde man die Terminierung der obigen Prozeduren im
Einklang mit den angegebenen Terminierungsfunktionen wie folgt begründen:

• fac und fib terminieren, weil ihre Argumente bei jedem Rekursionsschritt kleiner
werden.

• euclid terminiert, weil das zweite Argument bei jedem Rekursionsschritt kleiner wird.

• gcd terminiert, weil die Summe der Argumente bei jedem Rekursionsschritt kleiner
wird.

Aufgabe 9.13 Geben Sie die Rekursionsrelation der Prozedur fac′ an.

Aufgabe 9.14 Sei die folgende Prozedur gegeben:

p : Z2 →Z

p(x, y) = if x < y then p(x, y −1) else

if x > y then p(x −1, y) else x

a) Geben Sie die Rekursionsfolge und die Rekursionstiefe für p und (−2,1) an.

b) Geben Sie die Rekursionsfunktion und die Rekursionsrelation von p an.

c) Geben Sie eine natürliche Terminierungsfunktion für p an.

9.6 Ergebnisfunktionen
Prozeduren stellen Algorithmen für die Berechnung von Funktionen dar. Gegeben eine
Prozedur p, bezeichnen wir die Funktion

{(x, y) | x ∈ Dom p und die Anwendung von p auf x liefert y }

als die Ergebnisfunktion von p. Außerdem sagen wir, dass eine Prozedur p eine Funkti-
on f berechnet, wenn Dom f ⊆ Dom p und p für jedes Argument x ∈ Dom f das Ergeb-
nis f x liefert.

Eine Prozedur berechnet eine Funktion f also genau dann, wenn f eine Teilmenge der
Ergebnisfunktion der Prozedur ist. Umgekehrt können wir die Ergebnisfunktion einer
Prozedur als die größte Funktion charakterisieren, die von einer Prozedur berechnet
wird.

Proposition 9.5 Sei p eine Prozedur, die eine Funktion f berechnet. Dann ist f die Er-
gebnisfunktion von p genau dann, wenn Dom f = Dom p.

Proposition 9.6 Wenn eine Prozedur p eine Prozedur q erweitert, dann berechnet p alle
Funktionen, die q berechnet.

Beweis Folgt aus dem Erweiterungssatz 9.1 (3). ■
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Ergebnissatz, Korrektheitssatz

Satz (Korrektheit) 

Eine Prozedur p berechnet eine Funktion f, wenn die folgenden 
Bedingungen erfüllt sind: 

1. Dom f ⊆ Dom p und  

2. f erfüllt die definierenden Gleichungen von p. 
 

Vorlesung 14

Satz (Ergebnis) 

Die Ergebnisfunktion einer Prozedur p: X → Y ist eine Funktion  
Dom p → Y,  die die definierenden Gleichungen von p  
für alle x ∈ Dom p erfüllt.  

18.116.81.41



Potenzen
‣ Prozedur p: 

 
 
 

‣ Funktion f: 
 
 

‣ Anwendung des Korrektheitssatzes: 
‣ p terminiert:  

Natürliche Terminierungsfunktion: 
daher: Dom p = Dom f 

‣ Außerdem erfüllt f die definierenden Gleichungen von p: 
 
 
 

‣ Damit folgt: p berechnet f. 
 
 

9.7 Der Korrektheitssatz 191

9.7.1 Endrekursive Bestimmung von Potenzen

Wir betrachten die endrekursive Prozedur

p : Z×Z×N→Z

p(a, x,0) = a

p(a, x,n)= p(a · x, x, n −1) für n > 0

und die Funktion

f ∈Z×Z×N→Z

f (a, x,n) = a · xn

Wir wollen zeigen, dass p die Funktion f berechnet.

Offensichtlich ist λ(a, x,n) ∈Z×Z×N.n eine natürliche Terminierungsfunktion für p.
Also gilt Dom p = Dom f . Außerdem erfüllt f die definierenden Gleichungen von p für
alle (a, x,n)∈ Dom f :

f (a, x,0) = a · x0 = a

f (a, x,n) = a · xn = a · x · xn−1 = f (a · x, x, n −1) für n > 0

Also folgt mit dem Korrektheitssatz, dass p die Funktion f berechnet. Mit Proposition 9.5
auf S. 188 folgt zudem, dass f die Ergebnisfunktion von p ist.

Aufgabe 9.18 Schreiben Sie in Standard ML eine Prozedur power : int ∗ int → int, die
mithilfe einer endrekursiven Hilfsprozedur für x und n ≥ 0 die Potenz xn bestimmt.

9.7.2 Endrekursive Bestimmung von Fakultäten

Wir betrachten die endrekursive Prozedur

p : N2 →N

p(a,0) = a

p(a,n)= p(a ·n, n −1) für n > 0

und die Funktion

f ∈N
2 →N

f (a,n)= a · fac n

Dabei bezeichnet fac die Ergebnisfunktion der Prozedur fac. Wir wollen zeigen, dass p
die Funktion f berechnet.

Offensichtlich ist λ(a,n) ∈N
2.n eine natürliche Terminierungsfunktion für p. Also gilt

Dom p = Dom f . Um zu beweisen, dass p die Funktion f berechnet, müssen wir gemäß
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fac ist die Ergebnisfunktion der  
Prozedur fac.

180 9 Mathematische Prozeduren

fac : N→N

fac 0 = 1
fac n = n · fac(n −1) für n > 0

fac′ : Z→Z

fac′ x = if x = 0 then 1 else x · fac′(x −1)

fib : N→N

fib n = if n < 2 then n else fib(n −1)+fib(n −2)

euclid : N×N→N

euclid(x, y) = if y = 0 then x else euclid(y, x mod y)

gcd : N+×N+ →N+
gcd(x, x) = x
gcd(x, y) = gcd(x − y, y) für x > y
gcd(x, y) = gcd(x, y − x) für x < y

Abbildung 9.1: Beispiele für rekursive Prozeduren

formuliert einen Algorithmus, der in der Informatik gerne als Euklidscher Algorithmus
bezeichnet wird. Belegt ist, dass Euklid etwa 300 vor Christus eine geometrische Version
des durch die Prozedur gcd beschriebenen Algorithmus betrachtet hat.

Unter einer Prozedur X → Y verstehen wir eine mathematische Prozedur mit dem Ar-
gumentbereich X und dem Ergebnisbereich Y .

Aus Gründen der Einfachheit werden wir immer nur eine Prozedur betrachten. Mathe-
matische Prozeduren können also keine Hilfsprozeduren verwenden. Dafür können ma-
thematische Prozeduren beliebige Funktionen verwenden.

Wir werden nur Prozeduren betrachten, deren definierende Gleichungen die folgenden
Wohlgeformtheitsbedingungen erfüllen:

• Rekursive Anwendungen der Prozedur erfolgen nur auf Elemente des Argumentbe-
reichs der Prozedur.

• Funktionen werden nur auf Elemente ihres Definitionsbereichs angewendet.

• Es werden nur Ergebnisse im Ergebnisbereich der Prozedur geliefert.

• Die definierenden Gleichungen sind disjunkt und erschöpfend (§ 4.6).

Mathematische Prozeduren können im Rahmen der Mengenlehre formalisiert werden.
Allerdings ist dafür mehr Aufwand erforderlich als für Funktionen, da ein Mindestmaß
an Syntax behandelt werden muss. Daher verzichten wir auf die Formalisierung mathe-
matischer Prozeduren und betrachten stattdessen abgeleitete Objekte, deren Formali-
sierung wir bereits kennen.
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des Korrektheitssatzes nur noch zeigen, dass f die definierenden Gleichungen von p für
(a,n) ∈N

2 erfüllt:

f (a,0)= a

f (a,n)= f (a ·n, n −1) für n > 0

Gemäß der Definition von f genügt es zu zeigen, dass die Ergebnisfunktion der Prozedur
fac die folgenden Gleichungen für a,n ∈N erfüllt:

a · fac 0 = a

a · fac n = a ·n · fac(n −1) für n > 0

Gemäß dem Ergebnissatz 9.8 erfüllt die Ergebnisfunktion von fac die definierenden Glei-
chungen der Prozedur fac. Mit den definierenden Gleichungen der Prozedur fac lassen
sich die obigen Gleichungen für die Ergebnisfunktion sofort zeigen:

a · fac 0 = a ·1= a erste definierende Gleichung

a · fac n = a ·n · fac(n −1) für n > 0 zweite definierende Gleichung

Aufgabe 9.19 Schreiben Sie in Standard ML eine Prozedur fac : int → int, die mithilfe
einer endrekursiven Hilfsprozedur für n ≥ 0 die n-te Fakultät bestimmt.

Aufgabe 9.20 Zeigen Sie, dass die Prozedur

p : N→N

p n = if n < 1 then 1 else p(n −1)+2n +1

die Funktion λn ∈N. (n +1)2 berechnet.

Aufgabe 9.21 Beweisen Sie, dass die Prozedur

p : Z2 →Z

p(x, y) = if x < y then p(x, y −1) else

if x > y then p(x −1, y) else x

die Funktion λ(x, y) ∈Z
2. min{x, y} berechnet.

Aufgabe 9.22 Beweisen Sie, dass die Prozedur

p : Z2 →Z

p(x, y) = if x < y then p(x +1, y) else

if x > y then p(x, y +1) else x

die Funktion λ(x, y) ∈Z
2. max{x, y} berechnet.

Aufgabe 9.23 Beweisen Sie, dass die Prozedur

p : N2 →N

p(n, x)= if n2 ≤ x then p(n +1, x) else n −1

die Funktion λ(n, x) ∈N
2. max{n −1,

⌊&
x
⌋

} berechnet.
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auf S. 188 folgt zudem, dass f die Ergebnisfunktion von p ist.
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Offensichtlich ist λ(a,n) ∈N
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Dom p = Dom f . Um zu beweisen, dass p die Funktion f berechnet, müssen wir gemäß
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fac : N→N

fac 0 = 1
fac n = n · fac(n −1) für n > 0

fac′ : Z→Z

fac′ x = if x = 0 then 1 else x · fac′(x −1)

fib : N→N

fib n = if n < 2 then n else fib(n −1)+fib(n −2)

euclid : N×N→N

euclid(x, y) = if y = 0 then x else euclid(y, x mod y)

gcd : N+×N+ →N+
gcd(x, x) = x
gcd(x, y) = gcd(x − y, y) für x > y
gcd(x, y) = gcd(x, y − x) für x < y

Abbildung 9.1: Beispiele für rekursive Prozeduren

formuliert einen Algorithmus, der in der Informatik gerne als Euklidscher Algorithmus
bezeichnet wird. Belegt ist, dass Euklid etwa 300 vor Christus eine geometrische Version
des durch die Prozedur gcd beschriebenen Algorithmus betrachtet hat.

Unter einer Prozedur X → Y verstehen wir eine mathematische Prozedur mit dem Ar-
gumentbereich X und dem Ergebnisbereich Y .

Aus Gründen der Einfachheit werden wir immer nur eine Prozedur betrachten. Mathe-
matische Prozeduren können also keine Hilfsprozeduren verwenden. Dafür können ma-
thematische Prozeduren beliebige Funktionen verwenden.

Wir werden nur Prozeduren betrachten, deren definierende Gleichungen die folgenden
Wohlgeformtheitsbedingungen erfüllen:

• Rekursive Anwendungen der Prozedur erfolgen nur auf Elemente des Argumentbe-
reichs der Prozedur.

• Funktionen werden nur auf Elemente ihres Definitionsbereichs angewendet.

• Es werden nur Ergebnisse im Ergebnisbereich der Prozedur geliefert.

• Die definierenden Gleichungen sind disjunkt und erschöpfend (§ 4.6).

Mathematische Prozeduren können im Rahmen der Mengenlehre formalisiert werden.
Allerdings ist dafür mehr Aufwand erforderlich als für Funktionen, da ein Mindestmaß
an Syntax behandelt werden muss. Daher verzichten wir auf die Formalisierung mathe-
matischer Prozeduren und betrachten stattdessen abgeleitete Objekte, deren Formali-
sierung wir bereits kennen.
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des Korrektheitssatzes nur noch zeigen, dass f die definierenden Gleichungen von p für
(a,n) ∈N

2 erfüllt:

f (a,0)= a

f (a,n)= f (a ·n, n −1) für n > 0

Gemäß der Definition von f genügt es zu zeigen, dass die Ergebnisfunktion der Prozedur
fac die folgenden Gleichungen für a,n ∈N erfüllt:

a · fac 0 = a

a · fac n = a ·n · fac(n −1) für n > 0

Gemäß dem Ergebnissatz 9.8 erfüllt die Ergebnisfunktion von fac die definierenden Glei-
chungen der Prozedur fac. Mit den definierenden Gleichungen der Prozedur fac lassen
sich die obigen Gleichungen für die Ergebnisfunktion sofort zeigen:

a · fac 0 = a ·1= a erste definierende Gleichung

a · fac n = a ·n · fac(n −1) für n > 0 zweite definierende Gleichung

Aufgabe 9.19 Schreiben Sie in Standard ML eine Prozedur fac : int → int, die mithilfe
einer endrekursiven Hilfsprozedur für n ≥ 0 die n-te Fakultät bestimmt.

Aufgabe 9.20 Zeigen Sie, dass die Prozedur

p : N→N

p n = if n < 1 then 1 else p(n −1)+2n +1

die Funktion λn ∈N. (n +1)2 berechnet.

Aufgabe 9.21 Beweisen Sie, dass die Prozedur

p : Z2 →Z

p(x, y) = if x < y then p(x, y −1) else

if x > y then p(x −1, y) else x

die Funktion λ(x, y) ∈Z
2. min{x, y} berechnet.

Aufgabe 9.22 Beweisen Sie, dass die Prozedur

p : Z2 →Z

p(x, y) = if x < y then p(x +1, y) else

if x > y then p(x, y +1) else x

die Funktion λ(x, y) ∈Z
2. max{x, y} berechnet.

Aufgabe 9.23 Beweisen Sie, dass die Prozedur

p : N2 →N

p(n, x)= if n2 ≤ x then p(n +1, x) else n −1

die Funktion λ(n, x) ∈N
2. max{n −1,

⌊&
x
⌋

} berechnet.

Bereitgestellt von | Saarländische Universitäts- und Landesbibliothek
Angemeldet

Heruntergeladen am | 10.10.14 14:35

18.116.81.41



‣ Prozedur p: 
 
 

‣ Funktion f: 
 

‣ Anwendung des Korrektheitssatzes: 
 
 
 
 
 

2. Die definierenden Gleichungen von p sind erfüllt:

Fakultäten

192 9 Mathematische Prozeduren

des Korrektheitssatzes nur noch zeigen, dass f die definierenden Gleichungen von p für
(a,n) ∈N

2 erfüllt:

f (a,0)= a

f (a,n)= f (a ·n, n −1) für n > 0

Gemäß der Definition von f genügt es zu zeigen, dass die Ergebnisfunktion der Prozedur
fac die folgenden Gleichungen für a,n ∈N erfüllt:

a · fac 0 = a

a · fac n = a ·n · fac(n −1) für n > 0

Gemäß dem Ergebnissatz 9.8 erfüllt die Ergebnisfunktion von fac die definierenden Glei-
chungen der Prozedur fac. Mit den definierenden Gleichungen der Prozedur fac lassen
sich die obigen Gleichungen für die Ergebnisfunktion sofort zeigen:

a · fac 0 = a ·1= a erste definierende Gleichung

a · fac n = a ·n · fac(n −1) für n > 0 zweite definierende Gleichung

Aufgabe 9.19 Schreiben Sie in Standard ML eine Prozedur fac : int → int, die mithilfe
einer endrekursiven Hilfsprozedur für n ≥ 0 die n-te Fakultät bestimmt.

Aufgabe 9.20 Zeigen Sie, dass die Prozedur

p : N→N

p n = if n < 1 then 1 else p(n −1)+2n +1

die Funktion λn ∈N. (n +1)2 berechnet.

Aufgabe 9.21 Beweisen Sie, dass die Prozedur

p : Z2 →Z

p(x, y) = if x < y then p(x, y −1) else

if x > y then p(x −1, y) else x

die Funktion λ(x, y) ∈Z
2. min{x, y} berechnet.

Aufgabe 9.22 Beweisen Sie, dass die Prozedur

p : Z2 →Z

p(x, y) = if x < y then p(x +1, y) else

if x > y then p(x, y +1) else x

die Funktion λ(x, y) ∈Z
2. max{x, y} berechnet.

Aufgabe 9.23 Beweisen Sie, dass die Prozedur

p : N2 →N

p(n, x)= if n2 ≤ x then p(n +1, x) else n −1

die Funktion λ(n, x) ∈N
2. max{n −1,

⌊&
x
⌋

} berechnet.

Bereitgestellt von | Saarländische Universitäts- und Landesbibliothek
Angemeldet

Heruntergeladen am | 10.10.14 14:35

192 9 Mathematische Prozeduren

des Korrektheitssatzes nur noch zeigen, dass f die definierenden Gleichungen von p für
(a,n) ∈N

2 erfüllt:

f (a,0)= a

f (a,n)= f (a ·n, n −1) für n > 0

Gemäß der Definition von f genügt es zu zeigen, dass die Ergebnisfunktion der Prozedur
fac die folgenden Gleichungen für a,n ∈N erfüllt:

a · fac 0 = a

a · fac n = a ·n · fac(n −1) für n > 0

Gemäß dem Ergebnissatz 9.8 erfüllt die Ergebnisfunktion von fac die definierenden Glei-
chungen der Prozedur fac. Mit den definierenden Gleichungen der Prozedur fac lassen
sich die obigen Gleichungen für die Ergebnisfunktion sofort zeigen:

a · fac 0 = a ·1= a erste definierende Gleichung

a · fac n = a ·n · fac(n −1) für n > 0 zweite definierende Gleichung

Aufgabe 9.19 Schreiben Sie in Standard ML eine Prozedur fac : int → int, die mithilfe
einer endrekursiven Hilfsprozedur für n ≥ 0 die n-te Fakultät bestimmt.

Aufgabe 9.20 Zeigen Sie, dass die Prozedur

p : N→N

p n = if n < 1 then 1 else p(n −1)+2n +1

die Funktion λn ∈N. (n +1)2 berechnet.

Aufgabe 9.21 Beweisen Sie, dass die Prozedur

p : Z2 →Z

p(x, y) = if x < y then p(x, y −1) else

if x > y then p(x −1, y) else x

die Funktion λ(x, y) ∈Z
2. min{x, y} berechnet.

Aufgabe 9.22 Beweisen Sie, dass die Prozedur

p : Z2 →Z

p(x, y) = if x < y then p(x +1, y) else

if x > y then p(x, y +1) else x

die Funktion λ(x, y) ∈Z
2. max{x, y} berechnet.

Aufgabe 9.23 Beweisen Sie, dass die Prozedur

p : N2 →N

p(n, x)= if n2 ≤ x then p(n +1, x) else n −1

die Funktion λ(n, x) ∈N
2. max{n −1,

⌊&
x
⌋

} berechnet.

Bereitgestellt von | Saarländische Universitäts- und Landesbibliothek
Angemeldet

Heruntergeladen am | 10.10.14 14:35

192 9 Mathematische Prozeduren

des Korrektheitssatzes nur noch zeigen, dass f die definierenden Gleichungen von p für
(a,n) ∈N

2 erfüllt:

f (a,0)= a

f (a,n)= f (a ·n, n −1) für n > 0

Gemäß der Definition von f genügt es zu zeigen, dass die Ergebnisfunktion der Prozedur
fac die folgenden Gleichungen für a,n ∈N erfüllt:

a · fac 0 = a

a · fac n = a ·n · fac(n −1) für n > 0

Gemäß dem Ergebnissatz 9.8 erfüllt die Ergebnisfunktion von fac die definierenden Glei-
chungen der Prozedur fac. Mit den definierenden Gleichungen der Prozedur fac lassen
sich die obigen Gleichungen für die Ergebnisfunktion sofort zeigen:

a · fac 0 = a ·1= a erste definierende Gleichung

a · fac n = a ·n · fac(n −1) für n > 0 zweite definierende Gleichung

Aufgabe 9.19 Schreiben Sie in Standard ML eine Prozedur fac : int → int, die mithilfe
einer endrekursiven Hilfsprozedur für n ≥ 0 die n-te Fakultät bestimmt.

Aufgabe 9.20 Zeigen Sie, dass die Prozedur

p : N→N

p n = if n < 1 then 1 else p(n −1)+2n +1

die Funktion λn ∈N. (n +1)2 berechnet.

Aufgabe 9.21 Beweisen Sie, dass die Prozedur

p : Z2 →Z

p(x, y) = if x < y then p(x, y −1) else

if x > y then p(x −1, y) else x

die Funktion λ(x, y) ∈Z
2. min{x, y} berechnet.

Aufgabe 9.22 Beweisen Sie, dass die Prozedur

p : Z2 →Z

p(x, y) = if x < y then p(x +1, y) else

if x > y then p(x, y +1) else x

die Funktion λ(x, y) ∈Z
2. max{x, y} berechnet.

Aufgabe 9.23 Beweisen Sie, dass die Prozedur

p : N2 →N

p(n, x)= if n2 ≤ x then p(n +1, x) else n −1

die Funktion λ(n, x) ∈N
2. max{n −1,

⌊&
x
⌋

} berechnet.

Bereitgestellt von | Saarländische Universitäts- und Landesbibliothek
Angemeldet

Heruntergeladen am | 10.10.14 14:35

9.7 Der Korrektheitssatz 191

9.7.1 Endrekursive Bestimmung von Potenzen

Wir betrachten die endrekursive Prozedur

p : Z×Z×N→Z

p(a, x,0) = a

p(a, x,n)= p(a · x, x, n −1) für n > 0

und die Funktion

f ∈Z×Z×N→Z

f (a, x,n) = a · xn

Wir wollen zeigen, dass p die Funktion f berechnet.

Offensichtlich ist λ(a, x,n) ∈Z×Z×N.n eine natürliche Terminierungsfunktion für p.
Also gilt Dom p = Dom f . Außerdem erfüllt f die definierenden Gleichungen von p für
alle (a, x,n)∈ Dom f :

f (a, x,0) = a · x0 = a

f (a, x,n) = a · xn = a · x · xn−1 = f (a · x, x, n −1) für n > 0

Also folgt mit dem Korrektheitssatz, dass p die Funktion f berechnet. Mit Proposition 9.5
auf S. 188 folgt zudem, dass f die Ergebnisfunktion von p ist.

Aufgabe 9.18 Schreiben Sie in Standard ML eine Prozedur power : int ∗ int → int, die
mithilfe einer endrekursiven Hilfsprozedur für x und n ≥ 0 die Potenz xn bestimmt.

9.7.2 Endrekursive Bestimmung von Fakultäten

Wir betrachten die endrekursive Prozedur

p : N2 →N

p(a,0) = a

p(a,n)= p(a ·n, n −1) für n > 0

und die Funktion

f ∈N
2 →N

f (a,n)= a · fac n

Dabei bezeichnet fac die Ergebnisfunktion der Prozedur fac. Wir wollen zeigen, dass p
die Funktion f berechnet.

Offensichtlich ist λ(a,n) ∈N
2.n eine natürliche Terminierungsfunktion für p. Also gilt

Dom p = Dom f . Um zu beweisen, dass p die Funktion f berechnet, müssen wir gemäß
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Aufgabe 9.20 Zeigen Sie, dass die Prozedur

p : N→N

p n = if n < 1 then 1 else p(n −1)+2n +1

die Funktion λn ∈N. (n +1)2 berechnet.

Aufgabe 9.21 Beweisen Sie, dass die Prozedur

p : Z2 →Z

p(x, y) = if x < y then p(x, y −1) else

if x > y then p(x −1, y) else x

die Funktion λ(x, y) ∈Z
2. min{x, y} berechnet.

Aufgabe 9.22 Beweisen Sie, dass die Prozedur

p : Z2 →Z

p(x, y) = if x < y then p(x +1, y) else

if x > y then p(x, y +1) else x

die Funktion λ(x, y) ∈Z
2. max{x, y} berechnet.

Aufgabe 9.23 Beweisen Sie, dass die Prozedur

p : N2 →N

p(n, x)= if n2 ≤ x then p(n +1, x) else n −1

die Funktion λ(n, x) ∈N
2. max{n −1,

⌊&
x
⌋

} berechnet.
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die Funktion f berechnet.

Offensichtlich ist λ(a,n) ∈N
2.n eine natürliche Terminierungsfunktion für p. Also gilt

Dom p = Dom f . Um zu beweisen, dass p die Funktion f berechnet, müssen wir gemäß
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9.7.1 Endrekursive Bestimmung von Potenzen

Wir betrachten die endrekursive Prozedur

p : Z×Z×N→Z

p(a, x,0) = a

p(a, x,n)= p(a · x, x, n −1) für n > 0

und die Funktion

f ∈Z×Z×N→Z

f (a, x,n) = a · xn

Wir wollen zeigen, dass p die Funktion f berechnet.

Offensichtlich ist λ(a, x,n) ∈Z×Z×N.n eine natürliche Terminierungsfunktion für p.
Also gilt Dom p = Dom f . Außerdem erfüllt f die definierenden Gleichungen von p für
alle (a, x,n)∈ Dom f :

f (a, x,0) = a · x0 = a

f (a, x,n) = a · xn = a · x · xn−1 = f (a · x, x, n −1) für n > 0

Also folgt mit dem Korrektheitssatz, dass p die Funktion f berechnet. Mit Proposition 9.5
auf S. 188 folgt zudem, dass f die Ergebnisfunktion von p ist.

Aufgabe 9.18 Schreiben Sie in Standard ML eine Prozedur power : int ∗ int → int, die
mithilfe einer endrekursiven Hilfsprozedur für x und n ≥ 0 die Potenz xn bestimmt.

9.7.2 Endrekursive Bestimmung von Fakultäten

Wir betrachten die endrekursive Prozedur

p : N2 →N

p(a,0) = a

p(a,n)= p(a ·n, n −1) für n > 0

und die Funktion

f ∈N
2 →N

f (a,n)= a · fac n

Dabei bezeichnet fac die Ergebnisfunktion der Prozedur fac. Wir wollen zeigen, dass p
die Funktion f berechnet.

Offensichtlich ist λ(a,n) ∈N
2.n eine natürliche Terminierungsfunktion für p. Also gilt

Dom p = Dom f . Um zu beweisen, dass p die Funktion f berechnet, müssen wir gemäß
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fac : N→N

fac 0 = 1
fac n = n · fac(n −1) für n > 0

fac′ : Z→Z

fac′ x = if x = 0 then 1 else x · fac′(x −1)

fib : N→N

fib n = if n < 2 then n else fib(n −1)+fib(n −2)

euclid : N×N→N

euclid(x, y) = if y = 0 then x else euclid(y, x mod y)

gcd : N+×N+ →N+
gcd(x, x) = x
gcd(x, y) = gcd(x − y, y) für x > y
gcd(x, y) = gcd(x, y − x) für x < y

Abbildung 9.1: Beispiele für rekursive Prozeduren

formuliert einen Algorithmus, der in der Informatik gerne als Euklidscher Algorithmus
bezeichnet wird. Belegt ist, dass Euklid etwa 300 vor Christus eine geometrische Version
des durch die Prozedur gcd beschriebenen Algorithmus betrachtet hat.

Unter einer Prozedur X → Y verstehen wir eine mathematische Prozedur mit dem Ar-
gumentbereich X und dem Ergebnisbereich Y .

Aus Gründen der Einfachheit werden wir immer nur eine Prozedur betrachten. Mathe-
matische Prozeduren können also keine Hilfsprozeduren verwenden. Dafür können ma-
thematische Prozeduren beliebige Funktionen verwenden.

Wir werden nur Prozeduren betrachten, deren definierende Gleichungen die folgenden
Wohlgeformtheitsbedingungen erfüllen:

• Rekursive Anwendungen der Prozedur erfolgen nur auf Elemente des Argumentbe-
reichs der Prozedur.

• Funktionen werden nur auf Elemente ihres Definitionsbereichs angewendet.

• Es werden nur Ergebnisse im Ergebnisbereich der Prozedur geliefert.

• Die definierenden Gleichungen sind disjunkt und erschöpfend (§ 4.6).

Mathematische Prozeduren können im Rahmen der Mengenlehre formalisiert werden.
Allerdings ist dafür mehr Aufwand erforderlich als für Funktionen, da ein Mindestmaß
an Syntax behandelt werden muss. Daher verzichten wir auf die Formalisierung mathe-
matischer Prozeduren und betrachten stattdessen abgeleitete Objekte, deren Formali-
sierung wir bereits kennen.
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des Korrektheitssatzes nur noch zeigen, dass f die definierenden Gleichungen von p für
(a,n) ∈N

2 erfüllt:

f (a,0)= a

f (a,n)= f (a ·n, n −1) für n > 0

Gemäß der Definition von f genügt es zu zeigen, dass die Ergebnisfunktion der Prozedur
fac die folgenden Gleichungen für a,n ∈N erfüllt:

a · fac 0 = a

a · fac n = a ·n · fac(n −1) für n > 0

Gemäß dem Ergebnissatz 9.8 erfüllt die Ergebnisfunktion von fac die definierenden Glei-
chungen der Prozedur fac. Mit den definierenden Gleichungen der Prozedur fac lassen
sich die obigen Gleichungen für die Ergebnisfunktion sofort zeigen:

a · fac 0 = a ·1= a erste definierende Gleichung

a · fac n = a ·n · fac(n −1) für n > 0 zweite definierende Gleichung

Aufgabe 9.19 Schreiben Sie in Standard ML eine Prozedur fac : int → int, die mithilfe
einer endrekursiven Hilfsprozedur für n ≥ 0 die n-te Fakultät bestimmt.

Aufgabe 9.20 Zeigen Sie, dass die Prozedur

p : N→N

p n = if n < 1 then 1 else p(n −1)+2n +1

die Funktion λn ∈N. (n +1)2 berechnet.

Aufgabe 9.21 Beweisen Sie, dass die Prozedur

p : Z2 →Z

p(x, y) = if x < y then p(x, y −1) else

if x > y then p(x −1, y) else x

die Funktion λ(x, y) ∈Z
2. min{x, y} berechnet.

Aufgabe 9.22 Beweisen Sie, dass die Prozedur

p : Z2 →Z

p(x, y) = if x < y then p(x +1, y) else

if x > y then p(x, y +1) else x

die Funktion λ(x, y) ∈Z
2. max{x, y} berechnet.

Aufgabe 9.23 Beweisen Sie, dass die Prozedur

p : N2 →N

p(n, x)= if n2 ≤ x then p(n +1, x) else n −1

die Funktion λ(n, x) ∈N
2. max{n −1,

⌊&
x
⌋

} berechnet.
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des Korrektheitssatzes nur noch zeigen, dass f die definierenden Gleichungen von p für
(a,n) ∈N

2 erfüllt:

f (a,0)= a

f (a,n)= f (a ·n, n −1) für n > 0

Gemäß der Definition von f genügt es zu zeigen, dass die Ergebnisfunktion der Prozedur
fac die folgenden Gleichungen für a,n ∈N erfüllt:

a · fac 0 = a

a · fac n = a ·n · fac(n −1) für n > 0

Gemäß dem Ergebnissatz 9.8 erfüllt die Ergebnisfunktion von fac die definierenden Glei-
chungen der Prozedur fac. Mit den definierenden Gleichungen der Prozedur fac lassen
sich die obigen Gleichungen für die Ergebnisfunktion sofort zeigen:

a · fac 0 = a ·1= a erste definierende Gleichung

a · fac n = a ·n · fac(n −1) für n > 0 zweite definierende Gleichung

Aufgabe 9.19 Schreiben Sie in Standard ML eine Prozedur fac : int → int, die mithilfe
einer endrekursiven Hilfsprozedur für n ≥ 0 die n-te Fakultät bestimmt.

Aufgabe 9.20 Zeigen Sie, dass die Prozedur

p : N→N

p n = if n < 1 then 1 else p(n −1)+2n +1

die Funktion λn ∈N. (n +1)2 berechnet.

Aufgabe 9.21 Beweisen Sie, dass die Prozedur

p : Z2 →Z

p(x, y) = if x < y then p(x, y −1) else

if x > y then p(x −1, y) else x

die Funktion λ(x, y) ∈Z
2. min{x, y} berechnet.

Aufgabe 9.22 Beweisen Sie, dass die Prozedur

p : Z2 →Z

p(x, y) = if x < y then p(x +1, y) else

if x > y then p(x, y +1) else x

die Funktion λ(x, y) ∈Z
2. max{x, y} berechnet.

Aufgabe 9.23 Beweisen Sie, dass die Prozedur

p : N2 →N

p(n, x)= if n2 ≤ x then p(n +1, x) else n −1

die Funktion λ(n, x) ∈N
2. max{n −1,

⌊&
x
⌋

} berechnet.
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Sei k ∈ T (x)∩T (y). Dann existieren n,n′ ∈N mit x = kn und y = kn′. Also x − y = k(n −
n′). Da x − y > 0 und k > 0 folgt n −n′ > 0. Also k ∈ T (x − y). Also k ∈ T (x − y)∩T (y).

Sei k ∈ T (x − y)∩T (y). Dann existieren n,n′ ∈ N mit x − y = kn und y = kn′. Also x =
x − y + y = kn +kn′ = k(n +n′). Also k ∈ T (x). Also k ∈ T (x)∩T (y).

Aufgabe 9.25 Zeigen Sie, dass die Prozedur euclid aus Abbildung 9.1 auf S. 180 die fol-
gende Funktion berechnet:

ggt′ ∈N
2 →N

ggt′(x, y) = if x = 0 then y else if y = 0 then x else ggt(x, y)

Beweisen Sie zunächst, dass T (x)∩T (y)= T (y)∩T (x mod y) für x ∈N und y ∈N+ gilt.

9.9 Gaußsche Formel

Die Gaußsche Formel

0+1 · · ·+n =
n

2
(n +1) für n ∈N

besagt, dass die Summe der natürlichen Zahlen von 0 bis n statt durch wiederholte Ad-
dition auch durch Auswerten des Ausdrucks n

2 (n +1) berechnet werden kann. Für grö-
ßere n erspart die Gaußsche Formel viel Rechenarbeit.

Wir wollen zeigen, dass man die Gültigkeit der Gaußschen Formel mithilfe des Korrekt-
heitssatzes beweisen kann. Zunächst stellen wir fest, dass die linke Seite der Gaußschen
Formel auch mithilfe der Prozedur

sum : N→N

sum 0 = 0
sum n = sum(n −1)+n für n > 0

beschrieben werden kann, die für n die Summe der natürlichen Zahlen von 0 bis n be-
rechnet. Beispielsweise gilt

sum 3 = sum 2+3

= sum 1+2+3

= sum 0+1+2+3

= 0+1+2+3

Mithilfe der Ergebnisfunktion der Prozedur sum können wir die Gaußsche Formel wie
folgt formulieren:

sum n =
n

2
(n +1) für n ∈N
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Sei k ∈ T (x)∩T (y). Dann existieren n,n′ ∈N mit x = kn und y = kn′. Also x − y = k(n −
n′). Da x − y > 0 und k > 0 folgt n −n′ > 0. Also k ∈ T (x − y). Also k ∈ T (x − y)∩T (y).

Sei k ∈ T (x − y)∩T (y). Dann existieren n,n′ ∈ N mit x − y = kn und y = kn′. Also x =
x − y + y = kn +kn′ = k(n +n′). Also k ∈ T (x). Also k ∈ T (x)∩T (y).

Aufgabe 9.25 Zeigen Sie, dass die Prozedur euclid aus Abbildung 9.1 auf S. 180 die fol-
gende Funktion berechnet:

ggt′ ∈N
2 →N

ggt′(x, y) = if x = 0 then y else if y = 0 then x else ggt(x, y)

Beweisen Sie zunächst, dass T (x)∩T (y)= T (y)∩T (x mod y) für x ∈N und y ∈N+ gilt.

9.9 Gaußsche Formel

Die Gaußsche Formel

0+1 · · ·+n =
n

2
(n +1) für n ∈N

besagt, dass die Summe der natürlichen Zahlen von 0 bis n statt durch wiederholte Ad-
dition auch durch Auswerten des Ausdrucks n

2 (n +1) berechnet werden kann. Für grö-
ßere n erspart die Gaußsche Formel viel Rechenarbeit.

Wir wollen zeigen, dass man die Gültigkeit der Gaußschen Formel mithilfe des Korrekt-
heitssatzes beweisen kann. Zunächst stellen wir fest, dass die linke Seite der Gaußschen
Formel auch mithilfe der Prozedur

sum : N→N

sum 0 = 0
sum n = sum(n −1)+n für n > 0

beschrieben werden kann, die für n die Summe der natürlichen Zahlen von 0 bis n be-
rechnet. Beispielsweise gilt

sum 3 = sum 2+3

= sum 1+2+3

= sum 0+1+2+3

= 0+1+2+3

Mithilfe der Ergebnisfunktion der Prozedur sum können wir die Gaußsche Formel wie
folgt formulieren:

sum n =
n

2
(n +1) für n ∈N
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Die Gaußsche Formel besagt also gerade, dass die Prozedur sum die Funktion

f ∈N→N

f n =
n

2
(n +1)

berechnet. Folglich können wir die Gültigkeit der Gaußschen Formel mithilfe des Kor-
rektheitssatzes beweisen. Dazu müssen wir zwei Dinge zeigen:

1. Die Prozedur sum terminiert.

2. Die Funktion f erfüllt die folgenden Gleichungen:

f 0 = 0

f n = f (n −1)+n für n > 0

Die Terminierung von sum ergibt sich mit der natürlichen Terminierungsfunktion λn ∈
N.n . Die Gültigkeit der Gleichungen folgt mit der definierenden Gleichung der Funktion
f :

0

2
(0+1) = 0

n

2
(n +1) = (

n −1

2
+1)n =

n −1

2
(n −1+1)+n für n > 0

Aufgabe 9.26 Geben Sie eine rekursive Prozedur p : N+ →N an, die für n ∈N+ die Sum-
me 1+3+··· + (2n −1) der ungeraden Zahlen von 1 bis 2n −1 berechnet. Beweisen Sie,
dass Ihre Prozedur die Funktion λn ∈N+.n2 berechnet.

Aufgabe 9.27 Geben Sie eine rekursive Prozedur p : N→N an, die für n ∈N die Summe
02 +12 +··· +n2 berechnet. Beweisen Sie, dass Ihre Prozedur für alle n ∈N das Ergebnis
n
6 (2n2 +3n +1) liefert.

Aufgabe 9.28 (Geometrische Summe) Geben Sie eine rekursive Prozedur p : R×N→R

an, die für x und n die Summe x0 + x1 +··· + xn berechnet. Beweisen Sie, dass für x ∈ R

mit x %= 1 und n ∈N gilt: p(x,n)= (1− xn+1)/(1− x).

Aufgabe 9.29 Sie sollen zeigen, dass die Prozeduren

p : Z→Z

p x = if x < 1 then 0 else p(x −1)+ x

q : Z→Z

q x = if x < 1 then 0 else
x

2
(x +1)

semantisch äquivalent sind. Gehen Sie dabei wie folgt vor:

a) Geben Sie natürliche Terminierungsfunktionen für p und q an.

b) Geben Sie die Ergebnisfunktion von q an.

c) Zeigen Sie, dass die Ergebnisfunktion von q die definierende Gleichung von p für alle
x ∈Z erfüllt.
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Hier sind die Rekursionsrelationen für einige unserer Beispielprozeduren:

abs : !

fac : { (n,n −1) | n ∈N, n > 0}

fib : { (n,n′) ∈N
2 | 0 ≤ n −2 ≤ n′ ≤ n −1 }

gcd : { ((x, y), (x, y − x)) | (x, y) ∈N
2, 0 < x < y } ∪

{((x, y), (x − y, y)) | (x, y) ∈N
2, x > y > 0}

Mithilfe der Rekursionsrelation können die Terminierungseigenschaften einer Prozedur
analysiert werden:

Satz 9.2 (Terminierung) Sei p eine Prozedur X → Y mit der Rekursionsrelation R . Dann
gilt:

1. p terminiert für ein Argument x genau dann, wenn R für x terminiert.

2. p terminiert genau dann, wenn R terminiert.

3. Dom p = { x ∈ X | R terminiert für x }

Beweis Behauptung (2) und (3) folgen sofort aus (1). Behauptung (1) ist zumindest für
linear-rekursive Prozeduren offensichtlich. Für baumrekursive Prozeduren folgt (1) mit
Königs Lemma (ein grundlegendes Resultat der Mengenlehre). ■

Proposition 9.3 Eine Prozedur terminiert für ein Argument x genau dann, wenn sie für
alle Folgeargumente von x terminiert.

Sei p : X → Y eine Prozedur. Dann heißt eine Funktion f ∈ X →N natürliche Terminie-
rungsfunktion für p, wenn für jeden Rekursionsschritt (x, x ′) von p gilt: f x > f x ′. Durch
die Angabe einer Terminierungsfunktion können wir beweisen, dass eine Prozedur für
alle Argumente terminiert:

Proposition 9.4 Wenn für eine Prozedur eine natürliche Terminierungsfunktion exis-
tiert, dann terminiert die Prozedur für alle Argumente.

Beweis Sei p eine Prozedur mit der Rekursionsrelation R . Aus der natürlichen Terminie-
rungsfunktion für p ergibt sich eine natürliche Terminierungsfunktion für R . Also termi-
niert R gemäß Proposition 8.12 auf S. 174, und p gemäß dem Terminierungssatz 9.2. ■

Hier sind natürliche Terminierungsfunktionen für unsere Beispielprozeduren:

fac : λn ∈N.n

fib : λn ∈N.n

euclid : λ(x, y) ∈N
2. y

gcd : λ(x, y) ∈N
2
+. x + y
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Sei k ∈ T (x)∩T (y). Dann existieren n,n′ ∈N mit x = kn und y = kn′. Also x − y = k(n −
n′). Da x − y > 0 und k > 0 folgt n −n′ > 0. Also k ∈ T (x − y). Also k ∈ T (x − y)∩T (y).

Sei k ∈ T (x − y)∩T (y). Dann existieren n,n′ ∈ N mit x − y = kn und y = kn′. Also x =
x − y + y = kn +kn′ = k(n +n′). Also k ∈ T (x). Also k ∈ T (x)∩T (y).

Aufgabe 9.25 Zeigen Sie, dass die Prozedur euclid aus Abbildung 9.1 auf S. 180 die fol-
gende Funktion berechnet:

ggt′ ∈N
2 →N

ggt′(x, y) = if x = 0 then y else if y = 0 then x else ggt(x, y)

Beweisen Sie zunächst, dass T (x)∩T (y)= T (y)∩T (x mod y) für x ∈N und y ∈N+ gilt.

9.9 Gaußsche Formel

Die Gaußsche Formel

0+1 · · ·+n =
n

2
(n +1) für n ∈N

besagt, dass die Summe der natürlichen Zahlen von 0 bis n statt durch wiederholte Ad-
dition auch durch Auswerten des Ausdrucks n

2 (n +1) berechnet werden kann. Für grö-
ßere n erspart die Gaußsche Formel viel Rechenarbeit.

Wir wollen zeigen, dass man die Gültigkeit der Gaußschen Formel mithilfe des Korrekt-
heitssatzes beweisen kann. Zunächst stellen wir fest, dass die linke Seite der Gaußschen
Formel auch mithilfe der Prozedur

sum : N→N

sum 0 = 0
sum n = sum(n −1)+n für n > 0

beschrieben werden kann, die für n die Summe der natürlichen Zahlen von 0 bis n be-
rechnet. Beispielsweise gilt

sum 3 = sum 2+3

= sum 1+2+3

= sum 0+1+2+3

= 0+1+2+3

Mithilfe der Ergebnisfunktion der Prozedur sum können wir die Gaußsche Formel wie
folgt formulieren:

sum n =
n

2
(n +1) für n ∈N
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Formel auch mithilfe der Prozedur
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sum n = sum(n −1)+n für n > 0

beschrieben werden kann, die für n die Summe der natürlichen Zahlen von 0 bis n be-
rechnet. Beispielsweise gilt

sum 3 = sum 2+3

= sum 1+2+3

= sum 0+1+2+3

= 0+1+2+3

Mithilfe der Ergebnisfunktion der Prozedur sum können wir die Gaußsche Formel wie
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Die Gaußsche Formel besagt also gerade, dass die Prozedur sum die Funktion

f ∈N→N

f n =
n

2
(n +1)

berechnet. Folglich können wir die Gültigkeit der Gaußschen Formel mithilfe des Kor-
rektheitssatzes beweisen. Dazu müssen wir zwei Dinge zeigen:

1. Die Prozedur sum terminiert.

2. Die Funktion f erfüllt die folgenden Gleichungen:

f 0 = 0

f n = f (n −1)+n für n > 0

Die Terminierung von sum ergibt sich mit der natürlichen Terminierungsfunktion λn ∈
N.n . Die Gültigkeit der Gleichungen folgt mit der definierenden Gleichung der Funktion
f :

0

2
(0+1) = 0

n

2
(n +1) = (

n −1

2
+1)n =

n −1

2
(n −1+1)+n für n > 0

Aufgabe 9.26 Geben Sie eine rekursive Prozedur p : N+ →N an, die für n ∈N+ die Sum-
me 1+3+··· + (2n −1) der ungeraden Zahlen von 1 bis 2n −1 berechnet. Beweisen Sie,
dass Ihre Prozedur die Funktion λn ∈N+.n2 berechnet.

Aufgabe 9.27 Geben Sie eine rekursive Prozedur p : N→N an, die für n ∈N die Summe
02 +12 +··· +n2 berechnet. Beweisen Sie, dass Ihre Prozedur für alle n ∈N das Ergebnis
n
6 (2n2 +3n +1) liefert.

Aufgabe 9.28 (Geometrische Summe) Geben Sie eine rekursive Prozedur p : R×N→R

an, die für x und n die Summe x0 + x1 +··· + xn berechnet. Beweisen Sie, dass für x ∈ R

mit x %= 1 und n ∈N gilt: p(x,n)= (1− xn+1)/(1− x).

Aufgabe 9.29 Sie sollen zeigen, dass die Prozeduren

p : Z→Z

p x = if x < 1 then 0 else p(x −1)+ x

q : Z→Z

q x = if x < 1 then 0 else
x

2
(x +1)

semantisch äquivalent sind. Gehen Sie dabei wie folgt vor:

a) Geben Sie natürliche Terminierungsfunktionen für p und q an.

b) Geben Sie die Ergebnisfunktion von q an.

c) Zeigen Sie, dass die Ergebnisfunktion von q die definierende Gleichung von p für alle
x ∈Z erfüllt.
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Die Gaußsche Formel besagt also gerade, dass die Prozedur sum die Funktion

f ∈N→N

f n =
n

2
(n +1)

berechnet. Folglich können wir die Gültigkeit der Gaußschen Formel mithilfe des Kor-
rektheitssatzes beweisen. Dazu müssen wir zwei Dinge zeigen:

1. Die Prozedur sum terminiert.

2. Die Funktion f erfüllt die folgenden Gleichungen:

f 0 = 0

f n = f (n −1)+n für n > 0

Die Terminierung von sum ergibt sich mit der natürlichen Terminierungsfunktion λn ∈
N.n . Die Gültigkeit der Gleichungen folgt mit der definierenden Gleichung der Funktion
f :

0

2
(0+1) = 0

n

2
(n +1) = (

n −1

2
+1)n =

n −1

2
(n −1+1)+n für n > 0

Aufgabe 9.26 Geben Sie eine rekursive Prozedur p : N+ →N an, die für n ∈N+ die Sum-
me 1+3+··· + (2n −1) der ungeraden Zahlen von 1 bis 2n −1 berechnet. Beweisen Sie,
dass Ihre Prozedur die Funktion λn ∈N+.n2 berechnet.

Aufgabe 9.27 Geben Sie eine rekursive Prozedur p : N→N an, die für n ∈N die Summe
02 +12 +··· +n2 berechnet. Beweisen Sie, dass Ihre Prozedur für alle n ∈N das Ergebnis
n
6 (2n2 +3n +1) liefert.

Aufgabe 9.28 (Geometrische Summe) Geben Sie eine rekursive Prozedur p : R×N→R

an, die für x und n die Summe x0 + x1 +··· + xn berechnet. Beweisen Sie, dass für x ∈ R

mit x %= 1 und n ∈N gilt: p(x,n)= (1− xn+1)/(1− x).

Aufgabe 9.29 Sie sollen zeigen, dass die Prozeduren

p : Z→Z

p x = if x < 1 then 0 else p(x −1)+ x

q : Z→Z

q x = if x < 1 then 0 else
x

2
(x +1)

semantisch äquivalent sind. Gehen Sie dabei wie folgt vor:

a) Geben Sie natürliche Terminierungsfunktionen für p und q an.

b) Geben Sie die Ergebnisfunktion von q an.

c) Zeigen Sie, dass die Ergebnisfunktion von q die definierende Gleichung von p für alle
x ∈Z erfüllt.
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f 0 = 
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Die Gaußsche Formel besagt also gerade, dass die Prozedur sum die Funktion

f ∈N→N

f n =
n

2
(n +1)

berechnet. Folglich können wir die Gültigkeit der Gaußschen Formel mithilfe des Kor-
rektheitssatzes beweisen. Dazu müssen wir zwei Dinge zeigen:

1. Die Prozedur sum terminiert.

2. Die Funktion f erfüllt die folgenden Gleichungen:

f 0 = 0

f n = f (n −1)+n für n > 0

Die Terminierung von sum ergibt sich mit der natürlichen Terminierungsfunktion λn ∈
N.n . Die Gültigkeit der Gleichungen folgt mit der definierenden Gleichung der Funktion
f :

0

2
(0+1) = 0

n

2
(n +1) = (

n −1

2
+1)n =

n −1

2
(n −1+1)+n für n > 0

Aufgabe 9.26 Geben Sie eine rekursive Prozedur p : N+ →N an, die für n ∈N+ die Sum-
me 1+3+··· + (2n −1) der ungeraden Zahlen von 1 bis 2n −1 berechnet. Beweisen Sie,
dass Ihre Prozedur die Funktion λn ∈N+.n2 berechnet.

Aufgabe 9.27 Geben Sie eine rekursive Prozedur p : N→N an, die für n ∈N die Summe
02 +12 +··· +n2 berechnet. Beweisen Sie, dass Ihre Prozedur für alle n ∈N das Ergebnis
n
6 (2n2 +3n +1) liefert.

Aufgabe 9.28 (Geometrische Summe) Geben Sie eine rekursive Prozedur p : R×N→R

an, die für x und n die Summe x0 + x1 +··· + xn berechnet. Beweisen Sie, dass für x ∈ R

mit x %= 1 und n ∈N gilt: p(x,n)= (1− xn+1)/(1− x).

Aufgabe 9.29 Sie sollen zeigen, dass die Prozeduren

p : Z→Z

p x = if x < 1 then 0 else p(x −1)+ x

q : Z→Z

q x = if x < 1 then 0 else
x

2
(x +1)

semantisch äquivalent sind. Gehen Sie dabei wie folgt vor:

a) Geben Sie natürliche Terminierungsfunktionen für p und q an.

b) Geben Sie die Ergebnisfunktion von q an.

c) Zeigen Sie, dass die Ergebnisfunktion von q die definierende Gleichung von p für alle
x ∈Z erfüllt.
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f n = 

= f (n-1) + n    für n>0
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Die Gaußsche Formel besagt also gerade, dass die Prozedur sum die Funktion

f ∈N→N

f n =
n

2
(n +1)

berechnet. Folglich können wir die Gültigkeit der Gaußschen Formel mithilfe des Kor-
rektheitssatzes beweisen. Dazu müssen wir zwei Dinge zeigen:

1. Die Prozedur sum terminiert.

2. Die Funktion f erfüllt die folgenden Gleichungen:

f 0 = 0

f n = f (n −1)+n für n > 0

Die Terminierung von sum ergibt sich mit der natürlichen Terminierungsfunktion λn ∈
N.n . Die Gültigkeit der Gleichungen folgt mit der definierenden Gleichung der Funktion
f :

0

2
(0+1) = 0

n

2
(n +1) = (

n −1

2
+1)n =

n −1

2
(n −1+1)+n für n > 0

Aufgabe 9.26 Geben Sie eine rekursive Prozedur p : N+ →N an, die für n ∈N+ die Sum-
me 1+3+··· + (2n −1) der ungeraden Zahlen von 1 bis 2n −1 berechnet. Beweisen Sie,
dass Ihre Prozedur die Funktion λn ∈N+.n2 berechnet.

Aufgabe 9.27 Geben Sie eine rekursive Prozedur p : N→N an, die für n ∈N die Summe
02 +12 +··· +n2 berechnet. Beweisen Sie, dass Ihre Prozedur für alle n ∈N das Ergebnis
n
6 (2n2 +3n +1) liefert.

Aufgabe 9.28 (Geometrische Summe) Geben Sie eine rekursive Prozedur p : R×N→R

an, die für x und n die Summe x0 + x1 +··· + xn berechnet. Beweisen Sie, dass für x ∈ R

mit x %= 1 und n ∈N gilt: p(x,n)= (1− xn+1)/(1− x).

Aufgabe 9.29 Sie sollen zeigen, dass die Prozeduren

p : Z→Z

p x = if x < 1 then 0 else p(x −1)+ x

q : Z→Z

q x = if x < 1 then 0 else
x

2
(x +1)

semantisch äquivalent sind. Gehen Sie dabei wie folgt vor:

a) Geben Sie natürliche Terminierungsfunktionen für p und q an.

b) Geben Sie die Ergebnisfunktion von q an.

c) Zeigen Sie, dass die Ergebnisfunktion von q die definierende Gleichung von p für alle
x ∈Z erfüllt.
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Die Gaußsche Formel besagt also gerade, dass die Prozedur sum die Funktion

f ∈N→N

f n =
n

2
(n +1)

berechnet. Folglich können wir die Gültigkeit der Gaußschen Formel mithilfe des Kor-
rektheitssatzes beweisen. Dazu müssen wir zwei Dinge zeigen:

1. Die Prozedur sum terminiert.

2. Die Funktion f erfüllt die folgenden Gleichungen:

f 0 = 0

f n = f (n −1)+n für n > 0

Die Terminierung von sum ergibt sich mit der natürlichen Terminierungsfunktion λn ∈
N.n . Die Gültigkeit der Gleichungen folgt mit der definierenden Gleichung der Funktion
f :

0

2
(0+1) = 0

n

2
(n +1) = (

n −1

2
+1)n =

n −1

2
(n −1+1)+n für n > 0

Aufgabe 9.26 Geben Sie eine rekursive Prozedur p : N+ →N an, die für n ∈N+ die Sum-
me 1+3+··· + (2n −1) der ungeraden Zahlen von 1 bis 2n −1 berechnet. Beweisen Sie,
dass Ihre Prozedur die Funktion λn ∈N+.n2 berechnet.

Aufgabe 9.27 Geben Sie eine rekursive Prozedur p : N→N an, die für n ∈N die Summe
02 +12 +··· +n2 berechnet. Beweisen Sie, dass Ihre Prozedur für alle n ∈N das Ergebnis
n
6 (2n2 +3n +1) liefert.

Aufgabe 9.28 (Geometrische Summe) Geben Sie eine rekursive Prozedur p : R×N→R

an, die für x und n die Summe x0 + x1 +··· + xn berechnet. Beweisen Sie, dass für x ∈ R

mit x %= 1 und n ∈N gilt: p(x,n)= (1− xn+1)/(1− x).

Aufgabe 9.29 Sie sollen zeigen, dass die Prozeduren

p : Z→Z

p x = if x < 1 then 0 else p(x −1)+ x

q : Z→Z

q x = if x < 1 then 0 else
x

2
(x +1)

semantisch äquivalent sind. Gehen Sie dabei wie folgt vor:

a) Geben Sie natürliche Terminierungsfunktionen für p und q an.

b) Geben Sie die Ergebnisfunktion von q an.

c) Zeigen Sie, dass die Ergebnisfunktion von q die definierende Gleichung von p für alle
x ∈Z erfüllt.
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Die Gaußsche Formel besagt also gerade, dass die Prozedur sum die Funktion

f ∈N→N

f n =
n

2
(n +1)

berechnet. Folglich können wir die Gültigkeit der Gaußschen Formel mithilfe des Kor-
rektheitssatzes beweisen. Dazu müssen wir zwei Dinge zeigen:

1. Die Prozedur sum terminiert.

2. Die Funktion f erfüllt die folgenden Gleichungen:

f 0 = 0

f n = f (n −1)+n für n > 0

Die Terminierung von sum ergibt sich mit der natürlichen Terminierungsfunktion λn ∈
N.n . Die Gültigkeit der Gleichungen folgt mit der definierenden Gleichung der Funktion
f :

0

2
(0+1) = 0

n

2
(n +1) = (

n −1

2
+1)n =

n −1

2
(n −1+1)+n für n > 0

Aufgabe 9.26 Geben Sie eine rekursive Prozedur p : N+ →N an, die für n ∈N+ die Sum-
me 1+3+··· + (2n −1) der ungeraden Zahlen von 1 bis 2n −1 berechnet. Beweisen Sie,
dass Ihre Prozedur die Funktion λn ∈N+.n2 berechnet.

Aufgabe 9.27 Geben Sie eine rekursive Prozedur p : N→N an, die für n ∈N die Summe
02 +12 +··· +n2 berechnet. Beweisen Sie, dass Ihre Prozedur für alle n ∈N das Ergebnis
n
6 (2n2 +3n +1) liefert.

Aufgabe 9.28 (Geometrische Summe) Geben Sie eine rekursive Prozedur p : R×N→R

an, die für x und n die Summe x0 + x1 +··· + xn berechnet. Beweisen Sie, dass für x ∈ R

mit x %= 1 und n ∈N gilt: p(x,n)= (1− xn+1)/(1− x).

Aufgabe 9.29 Sie sollen zeigen, dass die Prozeduren

p : Z→Z

p x = if x < 1 then 0 else p(x −1)+ x

q : Z→Z

q x = if x < 1 then 0 else
x

2
(x +1)

semantisch äquivalent sind. Gehen Sie dabei wie folgt vor:

a) Geben Sie natürliche Terminierungsfunktionen für p und q an.

b) Geben Sie die Ergebnisfunktion von q an.

c) Zeigen Sie, dass die Ergebnisfunktion von q die definierende Gleichung von p für alle
x ∈Z erfüllt.
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Die Gaußsche Formel besagt also gerade, dass die Prozedur sum die Funktion

f ∈N→N

f n =
n

2
(n +1)

berechnet. Folglich können wir die Gültigkeit der Gaußschen Formel mithilfe des Kor-
rektheitssatzes beweisen. Dazu müssen wir zwei Dinge zeigen:

1. Die Prozedur sum terminiert.

2. Die Funktion f erfüllt die folgenden Gleichungen:

f 0 = 0

f n = f (n −1)+n für n > 0

Die Terminierung von sum ergibt sich mit der natürlichen Terminierungsfunktion λn ∈
N.n . Die Gültigkeit der Gleichungen folgt mit der definierenden Gleichung der Funktion
f :

0

2
(0+1) = 0

n

2
(n +1) = (

n −1

2
+1)n =

n −1

2
(n −1+1)+n für n > 0

Aufgabe 9.26 Geben Sie eine rekursive Prozedur p : N+ →N an, die für n ∈N+ die Sum-
me 1+3+··· + (2n −1) der ungeraden Zahlen von 1 bis 2n −1 berechnet. Beweisen Sie,
dass Ihre Prozedur die Funktion λn ∈N+.n2 berechnet.

Aufgabe 9.27 Geben Sie eine rekursive Prozedur p : N→N an, die für n ∈N die Summe
02 +12 +··· +n2 berechnet. Beweisen Sie, dass Ihre Prozedur für alle n ∈N das Ergebnis
n
6 (2n2 +3n +1) liefert.

Aufgabe 9.28 (Geometrische Summe) Geben Sie eine rekursive Prozedur p : R×N→R

an, die für x und n die Summe x0 + x1 +··· + xn berechnet. Beweisen Sie, dass für x ∈ R

mit x %= 1 und n ∈N gilt: p(x,n)= (1− xn+1)/(1− x).

Aufgabe 9.29 Sie sollen zeigen, dass die Prozeduren

p : Z→Z

p x = if x < 1 then 0 else p(x −1)+ x

q : Z→Z

q x = if x < 1 then 0 else
x

2
(x +1)

semantisch äquivalent sind. Gehen Sie dabei wie folgt vor:

a) Geben Sie natürliche Terminierungsfunktionen für p und q an.

b) Geben Sie die Ergebnisfunktion von q an.

c) Zeigen Sie, dass die Ergebnisfunktion von q die definierende Gleichung von p für alle
x ∈Z erfüllt.
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Erweiterungssatz
‣ Eine Prozedur p erweitert eine Prozedur q, wenn jede 

Anwendungsgleichung für q bis auf den Prozedurnamen eine 
Anwendungsgleichung für p ist. 

‣ Beispiel: fac’ erweitert fac. 

 
 
 
 
Satz (Erweiterung) 
Wenn eine Prozedur p eine Prozedur q erweitert, gilt 

1. Der Argumentbereich von q ist eine Teilmenge des  
Argumentbereichs von p.  

2. Jedes Ausführungsprotokoll für q ist ein Ausführungsprotokoll für p 
(bis auf den Prozedurnamen).  

3. Terminiert q für x mit dem Ergebnis y, so gilt dies auch für p.  

๏

180 9 Mathematische Prozeduren

fac : N→N

fac 0 = 1
fac n = n · fac(n −1) für n > 0

fac′ : Z→Z

fac′ x = if x = 0 then 1 else x · fac′(x −1)

fib : N→N

fib n = if n < 2 then n else fib(n −1)+fib(n −2)

euclid : N×N→N

euclid(x, y) = if y = 0 then x else euclid(y, x mod y)

gcd : N+×N+ →N+
gcd(x, x) = x
gcd(x, y) = gcd(x − y, y) für x > y
gcd(x, y) = gcd(x, y − x) für x < y

Abbildung 9.1: Beispiele für rekursive Prozeduren

formuliert einen Algorithmus, der in der Informatik gerne als Euklidscher Algorithmus
bezeichnet wird. Belegt ist, dass Euklid etwa 300 vor Christus eine geometrische Version
des durch die Prozedur gcd beschriebenen Algorithmus betrachtet hat.

Unter einer Prozedur X → Y verstehen wir eine mathematische Prozedur mit dem Ar-
gumentbereich X und dem Ergebnisbereich Y .

Aus Gründen der Einfachheit werden wir immer nur eine Prozedur betrachten. Mathe-
matische Prozeduren können also keine Hilfsprozeduren verwenden. Dafür können ma-
thematische Prozeduren beliebige Funktionen verwenden.

Wir werden nur Prozeduren betrachten, deren definierende Gleichungen die folgenden
Wohlgeformtheitsbedingungen erfüllen:

• Rekursive Anwendungen der Prozedur erfolgen nur auf Elemente des Argumentbe-
reichs der Prozedur.

• Funktionen werden nur auf Elemente ihres Definitionsbereichs angewendet.

• Es werden nur Ergebnisse im Ergebnisbereich der Prozedur geliefert.

• Die definierenden Gleichungen sind disjunkt und erschöpfend (§ 4.6).

Mathematische Prozeduren können im Rahmen der Mengenlehre formalisiert werden.
Allerdings ist dafür mehr Aufwand erforderlich als für Funktionen, da ein Mindestmaß
an Syntax behandelt werden muss. Daher verzichten wir auf die Formalisierung mathe-
matischer Prozeduren und betrachten stattdessen abgeleitete Objekte, deren Formali-
sierung wir bereits kennen.
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180 9 Mathematische Prozeduren

fac : N→N

fac 0 = 1
fac n = n · fac(n −1) für n > 0

fac′ : Z→Z

fac′ x = if x = 0 then 1 else x · fac′(x −1)

fib : N→N

fib n = if n < 2 then n else fib(n −1)+fib(n −2)

euclid : N×N→N

euclid(x, y) = if y = 0 then x else euclid(y, x mod y)

gcd : N+×N+ →N+
gcd(x, x) = x
gcd(x, y) = gcd(x − y, y) für x > y
gcd(x, y) = gcd(x, y − x) für x < y

Abbildung 9.1: Beispiele für rekursive Prozeduren

formuliert einen Algorithmus, der in der Informatik gerne als Euklidscher Algorithmus
bezeichnet wird. Belegt ist, dass Euklid etwa 300 vor Christus eine geometrische Version
des durch die Prozedur gcd beschriebenen Algorithmus betrachtet hat.

Unter einer Prozedur X → Y verstehen wir eine mathematische Prozedur mit dem Ar-
gumentbereich X und dem Ergebnisbereich Y .

Aus Gründen der Einfachheit werden wir immer nur eine Prozedur betrachten. Mathe-
matische Prozeduren können also keine Hilfsprozeduren verwenden. Dafür können ma-
thematische Prozeduren beliebige Funktionen verwenden.

Wir werden nur Prozeduren betrachten, deren definierende Gleichungen die folgenden
Wohlgeformtheitsbedingungen erfüllen:

• Rekursive Anwendungen der Prozedur erfolgen nur auf Elemente des Argumentbe-
reichs der Prozedur.

• Funktionen werden nur auf Elemente ihres Definitionsbereichs angewendet.

• Es werden nur Ergebnisse im Ergebnisbereich der Prozedur geliefert.

• Die definierenden Gleichungen sind disjunkt und erschöpfend (§ 4.6).

Mathematische Prozeduren können im Rahmen der Mengenlehre formalisiert werden.
Allerdings ist dafür mehr Aufwand erforderlich als für Funktionen, da ein Mindestmaß
an Syntax behandelt werden muss. Daher verzichten wir auf die Formalisierung mathe-
matischer Prozeduren und betrachten stattdessen abgeleitete Objekte, deren Formali-
sierung wir bereits kennen.
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18.116.81.41



‣ Zwei Prozeduren heißen semantisch äquivalent, wenn sie denselben 
Argumentbereich und dieselbe Ergebnisfunktion haben. 

‣ Proposition: Wenn sich zwei Prozeduren wechselseitig erweitern, 
dann sind sie semantisch äquivalent. Die Umkehrung gilt nicht. 

‣ Beispiele:

Semantische Äquivalenz

9.2 Ausführung 183

Die Prozeduren fac, fib, euclid und gcd sind terminierend. Die Prozedur fac′ terminiert
für alle natürlichen Zahlen und divergiert für alle negativen ganzen Zahlen. Da wir keine
Hilfsprozeduren zulassen, kann die Anwendung einer Prozedur nur dann divergieren,
wenn die Prozedur rekursiv ist.

Der Definitionsbereich einer Prozedur p : X → Y ist die Menge aller terminierenden
Argumente:

Dom p := { x ∈ X | p terminiert für x }

Wenn die Anwendung einer Prozedur auf ein Argument terminiert, liefert sie ein ein-
deutig bestimmtes Ergebnis, bei dem es sich um ein Element des Ergebnisbereichs der
Prozedur handelt.

Die Ausführung einer Prozeduranwendung findet gedanklich statt, nicht auf einem rea-
len Interpreter. Es gibt also keine Speicherplatzbeschränkung und keine Größenbe-
schränkung für Zahlen. Zusammen mit den Wohlgeformtheitsbedingungen für Proze-
duren sorgt dies dafür, dass keine Laufzeitfehler auftreten können.

Eine Prozedur p erweitert eine Prozedur q , wenn jede Anwendungsgleichung für q bis
auf den Prozedurnamen eine Anwendungsgleichung für p ist. Beispielsweise erweitert
die Prozedur fac′ die Prozedur fac. Als weiteres Beispiel betrachten wir die Prozedur

fib′ : N→N

fib′ n = n für n < 2
fib′ n = fib′(n −1)+fib′(n −2) für n ≥ 2

Offensichtlich erweitert fib′ die Prozedur fib. Umgekehrt erweitert aber auch fib die Pro-
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Bereitgestellt von | Saarländische Universitäts- und Landesbibliothek
Angemeldet

Heruntergeladen am | 10.10.14 14:35

180 9 Mathematische Prozeduren

fac : N→N

fac 0 = 1
fac n = n · fac(n −1) für n > 0

fac′ : Z→Z

fac′ x = if x = 0 then 1 else x · fac′(x −1)

fib : N→N

fib n = if n < 2 then n else fib(n −1)+fib(n −2)

euclid : N×N→N

euclid(x, y) = if y = 0 then x else euclid(y, x mod y)

gcd : N+×N+ →N+
gcd(x, x) = x
gcd(x, y) = gcd(x − y, y) für x > y
gcd(x, y) = gcd(x, y − x) für x < y

Abbildung 9.1: Beispiele für rekursive Prozeduren

formuliert einen Algorithmus, der in der Informatik gerne als Euklidscher Algorithmus
bezeichnet wird. Belegt ist, dass Euklid etwa 300 vor Christus eine geometrische Version
des durch die Prozedur gcd beschriebenen Algorithmus betrachtet hat.

Unter einer Prozedur X → Y verstehen wir eine mathematische Prozedur mit dem Ar-
gumentbereich X und dem Ergebnisbereich Y .

Aus Gründen der Einfachheit werden wir immer nur eine Prozedur betrachten. Mathe-
matische Prozeduren können also keine Hilfsprozeduren verwenden. Dafür können ma-
thematische Prozeduren beliebige Funktionen verwenden.

Wir werden nur Prozeduren betrachten, deren definierende Gleichungen die folgenden
Wohlgeformtheitsbedingungen erfüllen:

• Rekursive Anwendungen der Prozedur erfolgen nur auf Elemente des Argumentbe-
reichs der Prozedur.

• Funktionen werden nur auf Elemente ihres Definitionsbereichs angewendet.

• Es werden nur Ergebnisse im Ergebnisbereich der Prozedur geliefert.

• Die definierenden Gleichungen sind disjunkt und erschöpfend (§ 4.6).

Mathematische Prozeduren können im Rahmen der Mengenlehre formalisiert werden.
Allerdings ist dafür mehr Aufwand erforderlich als für Funktionen, da ein Mindestmaß
an Syntax behandelt werden muss. Daher verzichten wir auf die Formalisierung mathe-
matischer Prozeduren und betrachten stattdessen abgeleitete Objekte, deren Formali-
sierung wir bereits kennen.
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Beweis Folgt aus dem Erweiterungssatz 9.1. ■

Die Umkehrung der Proposition gilt nicht. In der Tat gibt es viele semantisch äquiva-
lente Prozeduren, die sich nicht wechselseitig erweitern. Betrachten Sie die folgenden
Prozeduren:

p : N→N

pn = 0

q : N→N

qn = if n = 0 then 0 else q(n −1)

Aufgabe 9.15 Beweisen Sie, dass die Ergebnisfunktion f der Prozedur fib die Gleichung
2 · f (n +1) = f n + f (n +3) für alle n ∈N erfüllt.

Aufgabe 9.16 Machen Sie sich klar, dass die Prozeduren fac und fac′ dieselbe Ergebnis-
funktion haben.

Aufgabe 9.17 Machen Sie sich mithilfe der folgenden Beispiele klar, dass aus der Ergeb-
nisfunktion einer Prozedur nicht ermittelt werden kann, welchen Argument- und Ergeb-
nisbereich die Prozedur hat und ob sie rekursiv ist.

a) Geben Sie eine Prozedur N→N an, die die Ergebnisfunktion & hat.

b) Geben Sie eine rekursive Prozedur N→N an, die die Funktion λn ∈N.0 berechnet.

9.7 Der Korrektheitssatz
Mit dem Korrektheitssatz können wir beweisen, dass eine Prozedur eine gegebene Funk-
tion berechnet.

Satz 9.10 (Korrektheit) Eine Prozedur p berechnet eine Funktion f , wenn die folgen-
den Bedingungen erfüllt sind:

1. Dom f ⊆ Dom p.

2. f erfüllt die definierenden Gleichungen von p für alle x ∈ Dom f .

Beweis Seien p und f wie verlangt gegeben und sei x ∈ Dom f . Da Dom f ⊆ Dom p, ter-
miniert p für x mit einem Wert y . Es genügt zu zeigen, dass f x = y . Da p für x terminiert,
existiert ein Ausführungsprotokoll für px, das das Ergebnis y liefert. Da f die definie-
renden Gleichungen von p für alle z ∈ Dom f erfüllt, erfüllt f auch die Anwendungsglei-
chungen von p für alle z ∈ Dom f . Also bekommen wir einen Beweis für f x = y , wenn
wir in dem Ausführungsprotokoll p durch f ersetzen. ■

Der Korrektheitssatz hat viele Anwendungen. Wir beginnen mit zwei Korrektheitsbewei-
sen für endrekursive Hilfsprozeduren.
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10 Induktive Korrektheitsbeweise

Rekursion kann auch bei der Formulierung von Beweisen verwendet werden. Rekursive
Beweise bezeichnet man als induktive Beweise, und statt von Rekursion spricht man bei
Beweisen von Induktion.

In diesem Kapitel betrachten wir induktive Korrektheitsbeweise für rekursive Prozedu-
ren. Neben Prozeduren für bestimmte und unbestimmte Iteration betrachten wir auch
Prozeduren für Listen und Bäume.

10.1 Induktion
Bei der Konstruktion einer Prozedur für eine Funktion f können wir bei der Bestim-
mung von f x davon ausgehen, dass wir f für Argumente, die kleiner als x sind, bereits
bestimmen können. Wenn wir von dieser Möglichkeit Gebrauch machen, erhalten wir
eine rekursive Prozedur. Bei der Konstruktion von Beweisen für allquantifizierte Aussa-
gen ∀x ∈ X : A(x) ist ein analoges Vorgehen zulässig, das induktive Beweise liefert: Bei
der Konstruktion eines Beweises für A(x) können wir davon ausgehen, dass wir A(y) für
Argumente y , die kleiner als x sind, bereits beweisen können. Wir betrachten ein Bei-
spiel:

Behauptung ∀n ∈N : n < 2n .

Beweis Durch Induktion über n ∈N. Wir unterscheiden drei Fälle.

Sei n = 0. Dann n = 0 < 1 = 20 = 2n .

Sei n = 1. Dann n = 1 < 2 = 21 = 2n .

Sei n ≥ 2. Durch Induktion haben wir einen Beweis für n −1 < 2n−1. Also gilt:

2n = 2 ·2n−1

> 2(n −1) Induktion für n −1

= n + (n −2)

≥ n n ≥ 2 ■

Das Beispiel zeigt, wie wir induktive Beweise aufschreiben werden. Gleich zu Anfang
sagen wir, dass die Behauptung induktiv bewiesen werden soll. Außerdem annotieren
wir alle Beweisschritte, die von der Annahme Gebrauch machen, dass die Behauptung
für kleinere Argumente bewiesen werden kann, mit dem Wort Induktion.
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Als zweites Beispiel betrachten wir einen Induktionsbeweis, der zeigt, dass für natürliche
Zahlen Primzerlegungen existieren.

Behauptung Jede natürliche Zahl n ≥ 2 kann als Produkt von Primzahlen dargestellt
werden.

Beweis Durch Induktion über n ≥ 2. Wir unterscheiden zwei Fälle.

n ist eine Primzahl. Dann ist die Behauptung trivial.

n ist keine Primzahl. Dann gibt es a,b ∈N mit n = a ·b und 2 ≤ a,b < n. Mit Induktion
für a und b folgt, dass a und b als Produkte von Primzahlen darstellbar sind. Also ist
n = ab als Produkt von Primzahlen darstellbar. ■

Mit Induktion kann man auch beweisen, dass eine n-elementige Menge 2n Teilmengen
hat.

Behauptung ∀n ∈N : |P ({1, . . . ,n})| = 2n .

Beweis Durch Induktion über n ∈N. Fallunterscheidung.

Sei n = 0. Dann |P ({1, . . . ,n})| = |P (&)| = |{&}| = 1 = 20 = 2n .

Sei n > 0. Dann können wir P ({1, . . . ,n}) als disjunkte Vereinigung darstellen:

P ({1, . . . ,n}) =P ({1, . . . ,n −1})∪ { X ∪ {n} | X ∈P ({1, . . . ,n −1})}

Also |P ({1, . . . ,n})| = |P ({1, . . . ,n −1})| + |P ({1, . . . ,n −1})|. Mit Induktion für n − 1 folgt
|P ({1, . . . ,n −1})| = 2n−1. Also |P ({1, . . . ,n})| = 2n−1 +2n−1 = 2 ·2n−1 = 2n . ■

Induktive Beweise beziehen sich auf die Größe der Argumente der zu beweisenden Aus-
sage. Für jeden Induktionsbeweis muss eine terminierende Relation existieren, sodass
die Größen der Argumente Knoten der Relation sind. Diese Relation bezeichnen wir als
die Induktionsrelation des Beweises. Wenn es sich bei der Induktionsrelation so wie in
den obigen Beweisen um die Relation Ter handelt (§ 8.7), sprechen wir von natürlicher
Induktion. Ist die Induktionsrelation strukturell (§ 8.8), so sprechen wir von strukturel-
ler Induktion.

Aufgabe 10.1 Beweisen Sie die folgenden Aussagen durch Induktion:

a) ∀n ∈N : 2n ≤ 2n

b) ∀n ∈N : 3n ≤ 3n

c) ∀n ∈N ∃k ∈N : n3 −n = 3k

Aufgabe 10.2 Dieter Schlau findet Induktionsbeweise toll. Zum Spaß versucht er zu zei-
gen, dass 2n = 1 für alle n ∈ N gilt. Und siehe da, nach einiger Zeit hat er einen Induk-
tionsbeweis für diese Behauptung. Können Sie Dieter sagen, wo der Fehler in seinem
Beweis steckt?
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Vollständige Induktion
‣ Sei ∀n∈    : A(n) eine allquantifizierte Aussage  

über die natürlichen Zahlen. 

‣ Um die allquantifizierte Aussage zu beweisen, zeigen wir  

‣ den Induktionsanfang: A(0) 

‣ den Induktionsschritt: ∀n∈     : A(n) ⇒ A(n+1). 

A(n) heißt Induktionshypothese 

‣ Vollständige Induktion: 
 
( A(0)  ⋀  ∀n∈     : A(n) ⇒ A(n+1) )  ⇒  ∀n∈     : A(n) 
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a) Konstruieren Sie eine Prozedur fibi : N×N×N→N, für die fibi(0,1,n −1) = fib n für
alle n ≥ 1 gilt. Die ersten beiden Argumente dienen dabei als Akkus.

b) Schreiben Sie in Standard ML eine Prozedur fib′, die Fibonacci-Zahlen mithilfe der
endrekursiven Prozedur fibi berechnet.

10.3 Unbestimmte Iteration

Neben bestimmter Iteration haben wir in § 3.3.2 ein weiteres endrekursives Rekursions-
schema kennengelernt, das als unbestimmte Iteration bezeichnet wird. Wir wollen jetzt
eine allgemeine Formulierung der unbestimmten Iteration betrachten, mit der wir unter
anderem größte gemeinsame Teiler berechnen können. Diese Version von unbestimm-
ter Iteration ist ausdrucksstärker als bestimmte Iteration. Der Preis für diese Ausdrucks-
stärke besteht darin, dass unbestimmte Iteration nicht generell terminiert. Für konkrete
Anwendungsfälle kann die Terminierung der unbestimmten Iteration jedoch durch In-
duktion bewiesen werden, womit wir wieder beim Thema dieses Kapitels wären.

Sei X eine Menge. Unbestimmte Iteration für X wendet eine Schrittfunktion f ∈ X → X
solange auf einen Anfangswert x ∈ X an, bis ein Wert erreicht wird, der eine Zielbedin-
gung p ∈ X →B erfüllt. Wir formulieren dieses Rekursionsschema mit einer höherstufi-
gen und endrekursiven Prozedur first:

first : (X →B)× (X → X )×X → X
first(p, f , x) = if p x then x else first(p, f , f x)

Da die Terminierung von first in erster Linie von der als Argument übergebenen Zielbe-
dingung abhängt, können keine allgemeinen Terminierungsaussagen über first gemacht
werden.3

Unbestimmte Rekursion ist dahingehend universell, dass mit ihr die Ergebnisfunktion
jeder endrekursiven Prozedur berechnet werden kann. Wir zeigen das am Beispiel der
Prozedur euclid aus Abbildung 9.1 auf S. 180. Die Ergebnisfunktion von euclid können
wir mit first wie folgt bestimmen:

euclid (x, y) = #1(first(p, f , (x, y))) für x, y ∈N

wobei p = λ(x, y) ∈N
2.(y = 0)

und f = λ(x, y) ∈N
2.(y, if y = 0 then 0 else x mod y)

Die Korrektheit dieser Konstruktion beweisen wir durch Induktion.

Proposition 10.3 ∀y ∈N ∀x ∈N : first(p, f , (x, y)) = (euclid (x, y), 0).

3Für Experten: Eine unbestimmte Iteration first p f s entspricht der folgenden While-Schleife:
x := s; while not px do x := f x.
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x := s; while not px do x := f x.
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Vollständige vs. wohlfundierte Induktion
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Wohlfundierte Induktion (Noethersche Induktion)

‣ Sei ∀x∈X : A(x) eine allquantifizierte Aussage über eine Menge X. 

‣ Eine Induktionsrelation ≻ ist eine terminierende Relation auf X. 
Um die allquantifizierte Aussage zu beweisen, zeigen wir  
den Induktionsschritt: 
für jedes Argument x folgt aus der Tatsache,  
dass für jedes kleinere Argument y A(y) gilt, dass A(x) gilt. 

‣Wohlfundierte Induktion: 
 
(∀x∈X  (∀y∈ X: x≻y⇒A(y))⇒A(x))  ⇒ ∀x∈X: A(x) 

Induktionsschritt
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Amalie „Emmy“ Noether 
(1882 – 1935)
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Natürliche vs. strukturelle Induktion

‣ Wenn es sich bei der Induktionsrelation um Ter handelt, 
sprechen wir von natürlicher Induktion. 
 
 

‣ Wenn es sich bei der Induktionsrelation um  
eine strukturelle Relation handelt,  
sprechen wir von struktureller Induktion. 
Dazu später mehr.

174 8 Mengenlehre

Zunächst wollen wir präzise definieren, was wir unter einer terminierenden Relation
verstehen wollen. Eine Relation R heißt fortschreitend, wenn sie nichtleer ist und für
jeden Knoten x ∈ Ver R eine Kante (x, y) ∈ R existiert, die von x ausgeht. Hier ist ein Bei-
spiel für eine fortschreitende Relation:

1 2 3 4

Eine Relation heißt terminierend, wenn sie keine fortschreitende Relation enthält. Wir
sagen, dass eine Relation R für ein Objekt x terminiert, wenn es keine fortschreitende
Relation R ′ ⊆ R mit x ∈ Ver R ′ gibt. Die obige Relation terminiert für keinen ihrer Knoten.
Statt zu sagen, dass eine Relation terminierend ist, sagen wir auch, dass sie terminiert.

Proposition 8.8 Eine fortschreitende Relation terminiert für keinen ihrer Knoten.

Proposition 8.9 Eine Relation terminiert genau dann, wenn sie für jeden ihrer Knoten
terminiert.

Proposition 8.10 Jede Teilmenge einer terminierenden Relation ist eine terminierende
Relation.

Proposition 8.11 Eine endliche Relation terminiert genau dann, wenn sie azyklisch ist.

Das Paradebeispiel für eine unendliche und terminierende Relation ist

Ter := {(x, y) ∈N
2 | x > y }

Für die nachfolgenden Betrachtungen benötigen wir den Begriff der Terminierungs-
funktion. Sei R eine Relation. Eine Funktion f ∈ Ver R → N heißt natürliche Terminie-
rungsfunktion für R , wenn für jede Kante (x, y) ∈ R gilt: f x > f y .

Eine natürliche Terminierungsfunktion ordnet jedem Knoten einer Relation eine Größe
zu, sodass die Größe beim Durchlauf durch eine Kante echt kleiner wird. Da die Größen
natürliche Zahlen sind, muss die Relation terminieren. Ansonsten gäbe es Knoten, deren
Größe beliebig oft verkleinert werden könnte.

Proposition 8.12 Jede Relation, für die es eine natürliche Terminierungsfunktion gibt,
ist terminierend.

Beweis Durch Widerspruch. Sei R eine nicht terminierende Relation und f eine natür-
liche Terminierungsfunktion für R . Da R nicht terminierend ist, gibt es eine fortschrei-
tende Relation R ′ ⊆ R . Also ist {( f x, f y) | (x, y) ∈ R ′ } eine fortschreitende Relation, die in
Ter enthalten ist. Widerspruch. ■
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D: Nein, Argument für  
n=2 ist falschC: Nein, Argument für  

n=1 ist falsch

A: Ja B: Nein, Argument für  
n=0 ist falsch

Ist der folgende Beweis für die Behauptung  
"für alle n: 2n = 1" korrekt? 
Beweis durch Induktion über n⩾0. Wir unterscheiden zwei Fälle. 

Sei n=0: Dann 20 = 1. 
Sei n>0: Dann 2n = (2n-1 x 2n-1) / 2n-2 = (1 x 1) / 2n-2 = 1 / 1 = 1. 

╳ ╳

╳✓
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Beispiel: sum
sum:  (    →    )⨯      →   
sum (f,n) = f 0        für n<1 
sum (f,n) = sum (f, n-1) + f n       für n≥1 
 
Behauptung: ∀n∈    : sum(f,n) = ∑ f i 
 

Beweis durch Induktion über n∈    . Wir unterscheiden zwei Fälle. 
 
Sei n=0.     sum(f,0) = f 0 = ∑  f i 
 

Sei n>0.     sum(f,n) = sum (f, n-1) + f n  
 
                                    = ∑  f i + f n  
 
                                          = ∑  f i 

i=0

n

i=0

0

i=0

n-1

i=0

n

204 10 Induktive Korrektheitsbeweise

a) Konstruieren Sie eine Prozedur fibi : N×N×N→N, für die fibi(0,1,n −1) = fib n für
alle n ≥ 1 gilt. Die ersten beiden Argumente dienen dabei als Akkus.

b) Schreiben Sie in Standard ML eine Prozedur fib′, die Fibonacci-Zahlen mithilfe der
endrekursiven Prozedur fibi berechnet.

10.3 Unbestimmte Iteration

Neben bestimmter Iteration haben wir in § 3.3.2 ein weiteres endrekursives Rekursions-
schema kennengelernt, das als unbestimmte Iteration bezeichnet wird. Wir wollen jetzt
eine allgemeine Formulierung der unbestimmten Iteration betrachten, mit der wir unter
anderem größte gemeinsame Teiler berechnen können. Diese Version von unbestimm-
ter Iteration ist ausdrucksstärker als bestimmte Iteration. Der Preis für diese Ausdrucks-
stärke besteht darin, dass unbestimmte Iteration nicht generell terminiert. Für konkrete
Anwendungsfälle kann die Terminierung der unbestimmten Iteration jedoch durch In-
duktion bewiesen werden, womit wir wieder beim Thema dieses Kapitels wären.

Sei X eine Menge. Unbestimmte Iteration für X wendet eine Schrittfunktion f ∈ X → X
solange auf einen Anfangswert x ∈ X an, bis ein Wert erreicht wird, der eine Zielbedin-
gung p ∈ X →B erfüllt. Wir formulieren dieses Rekursionsschema mit einer höherstufi-
gen und endrekursiven Prozedur first:

first : (X →B)× (X → X )×X → X
first(p, f , x) = if p x then x else first(p, f , f x)

Da die Terminierung von first in erster Linie von der als Argument übergebenen Zielbe-
dingung abhängt, können keine allgemeinen Terminierungsaussagen über first gemacht
werden.3

Unbestimmte Rekursion ist dahingehend universell, dass mit ihr die Ergebnisfunktion
jeder endrekursiven Prozedur berechnet werden kann. Wir zeigen das am Beispiel der
Prozedur euclid aus Abbildung 9.1 auf S. 180. Die Ergebnisfunktion von euclid können
wir mit first wie folgt bestimmen:

euclid (x, y) = #1(first(p, f , (x, y))) für x, y ∈N

wobei p = λ(x, y) ∈N
2.(y = 0)

und f = λ(x, y) ∈N
2.(y, if y = 0 then 0 else x mod y)

Die Korrektheit dieser Konstruktion beweisen wir durch Induktion.

Proposition 10.3 ∀y ∈N ∀x ∈N : first(p, f , (x, y)) = (euclid (x, y), 0).

3Für Experten: Eine unbestimmte Iteration first p f s entspricht der folgenden While-Schleife:
x := s; while not px do x := f x.
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wir mit first wie folgt bestimmen:
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Die Korrektheit dieser Konstruktion beweisen wir durch Induktion.

Proposition 10.3 ∀y ∈N ∀x ∈N : first(p, f , (x, y)) = (euclid (x, y), 0).

3Für Experten: Eine unbestimmte Iteration first p f s entspricht der folgenden While-Schleife:
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Behauptung: ∀n ∈N : 2n = 1.
Beweis: Durch Induktion über n ∈N. Wir unterscheiden zwei Fälle.
Sei n = 0. Dann 2n = 20 = 1.
Sei n > 0. Mit Induktion für n − 1 und n − 2 folgt 2n−1 = 1 und 2n−2 = 1. Also 2n =
2n−1·2n−1

2n−2 = 1·1
1 = 1.

10.2 Bestimmte Iteration

Wir haben jetzt das nötige Rüstzeug, um induktive Korrektheitsbeweise für rekursi-
ve Prozeduren zu führen. Als Beispiel betrachten wir eine endrekursive Prozedur iter,
die das Rekursionsschema der bestimmten Iteration formuliert. (§ 3.4). Mit bestimm-
ter Iteration lassen sich beispielsweise die Funktionen für Potenzen, Fakultäten und
Fibonacci-Zahlen endrekursiv berechnen.

Zunächst formulieren wir iter als mathematische Prozedur. Die Polymorphie von iter
modellieren wir, indem wir für jede Menge X eine eigene Prozedur iter definieren:

iter : N×X × (X → X ) → X
iter(0, x, f ) = x
iter(n, x, f ) = iter(n −1, f x, f ) für n > 0

Das Ausführungsprotokoll

iter(3, x, f ) = iter(2, f x, f )

= iter(1, f ( f x), f )

= iter(0, f ( f ( f x)), f )

= f ( f ( f x))

zeigt die für endrekursive Prozeduren typische Form. Da iter sein erstes Argument bei
jedem Rekursionsschritt verkleinert, terminiert iter für alle Argumente.

Es gibt diverse Unterschiede zwischen der mathematischen Prozedur iter und der kon-
kreten Prozedur iter aus § 3.4. Der schwerwiegendste Unterschied besteht darin, dass
die konkrete Prozedur eine Prozedur als Argument erhält, während die mathematische
Prozedur eine Funktion erhält. Wenn die konkrete Prozedur eine divergierende Proze-
dur als Argument erhält, kann es durchaus sein, dass sie divergiert. Dagegen terminiert
die mathematische Prozedur iter für alle Argumente.1

Wir formulieren jetzt eine Vertauschungseigenschaft der Prozedur iter, die wir in einigen
der nachfolgenden Beweisen verwenden werden. Für den Beweis der Vertauschungsei-
genschaft benötigen wir Induktion. Damit haben wir ein erstes Beispiel für einen induk-
tiven Korrektheitsbeweis.

1Beachten Sie, dass eine Funktion X → X immer für jedes Argument x ∈ X definiert ist.
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alle n ≥ 1 gilt. Die ersten beiden Argumente dienen dabei als Akkus.

b) Schreiben Sie in Standard ML eine Prozedur fib′, die Fibonacci-Zahlen mithilfe der
endrekursiven Prozedur fibi berechnet.

10.3 Unbestimmte Iteration
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eine allgemeine Formulierung der unbestimmten Iteration betrachten, mit der wir unter
anderem größte gemeinsame Teiler berechnen können. Diese Version von unbestimm-
ter Iteration ist ausdrucksstärker als bestimmte Iteration. Der Preis für diese Ausdrucks-
stärke besteht darin, dass unbestimmte Iteration nicht generell terminiert. Für konkrete
Anwendungsfälle kann die Terminierung der unbestimmten Iteration jedoch durch In-
duktion bewiesen werden, womit wir wieder beim Thema dieses Kapitels wären.

Sei X eine Menge. Unbestimmte Iteration für X wendet eine Schrittfunktion f ∈ X → X
solange auf einen Anfangswert x ∈ X an, bis ein Wert erreicht wird, der eine Zielbedin-
gung p ∈ X →B erfüllt. Wir formulieren dieses Rekursionsschema mit einer höherstufi-
gen und endrekursiven Prozedur first:

first : (X →B)× (X → X )×X → X
first(p, f , x) = if p x then x else first(p, f , f x)

Da die Terminierung von first in erster Linie von der als Argument übergebenen Zielbe-
dingung abhängt, können keine allgemeinen Terminierungsaussagen über first gemacht
werden.3

Unbestimmte Rekursion ist dahingehend universell, dass mit ihr die Ergebnisfunktion
jeder endrekursiven Prozedur berechnet werden kann. Wir zeigen das am Beispiel der
Prozedur euclid aus Abbildung 9.1 auf S. 180. Die Ergebnisfunktion von euclid können
wir mit first wie folgt bestimmen:

euclid (x, y) = #1(first(p, f , (x, y))) für x, y ∈N

wobei p = λ(x, y) ∈N
2.(y = 0)

und f = λ(x, y) ∈N
2.(y, if y = 0 then 0 else x mod y)

Die Korrektheit dieser Konstruktion beweisen wir durch Induktion.

Proposition 10.3 ∀y ∈N ∀x ∈N : first(p, f , (x, y)) = (euclid (x, y), 0).

3Für Experten: Eine unbestimmte Iteration first p f s entspricht der folgenden While-Schleife:
x := s; while not px do x := f x.
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Behauptung: (Vertauschungseigenschaft von iter) 
 
 
Beweis durch Induktion über n∈    . Wir unterscheiden zwei Fälle. 
Sei n=0.     Sei x∈X beliebig, sei f ∈ X→X beliebig. 
 
 
 
Sei n>0.     Sei x∈X beliebig, sei f ∈ X→X beliebig. 
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Proposition 10.1 (Vertauschung) Sei X eine Menge. Dann gilt:
∀n ∈N ∀x ∈ X ∀ f ∈ X → X : iter(n +1, x, f )= f (iter(n, x, f )).

Beweis Durch Induktion über n ∈N. Fallunterscheidung.

Sei n = 0. Dann folgt mit der Definition von iter: iter(n +1, x, f ) =
iter(1, x, f ) = iter(0, f x, f ) = f x = f (iter(0, x, f )) = f (iter(n, x, f )).

Sei n > 0. Dann gilt:

iter(n +1, x, f ) = iter(n, f x, f ) Definition iter

= f (iter(n −1, f x, f )) Induktion für n −1

= f (iter(n, x, f )) Definition iter ■

Aufgabe 10.3 Zeigen Sie, dass iter und die unten definierte Prozedur iter′ semantisch
äquivalent sind.

iter′ : N×X × (X → X ) → X
iter′(0, x, f ) = x
iter′(n, x, f ) = f (iter′(n −1, x, f )) für n > 0

10.2.1 Iterative Bestimmung von Potenzen

Eine Potenz xn lässt sich ausgehend von 1 durch n-faches Multiplizieren mit x berech-
nen:

1 → x1 → x2 → x3 → . . . → xn

Diesen Algorithmus können wir mit iter und der Schrittfunktion2 λa. a·x formulieren.
Für den Beweis der Korrektheit benötigen wir Induktion und die Vertauschungseigen-
schaft von iter.

Proposition 10.2 ∀x ∈Z ∀n ∈N : xn = iter(n, 1, λa. a·x).

Beweis Sei x ∈Z und f = λa. a·x. Wir zeigen ∀n ∈N : iter(n,1, f ) = xn durch Induktion
über n ∈N. Für n = 0 folgt die Behauptung mit der Definition von iter. Für n ≥ 1 gilt:

iter(n,1, f ) = f (iter(n −1,1, f ) Proposition 10.1

= f (xn−1) Induktion für n −1

= xn−1 · x = xn Definition f ■

Aufgabe 10.4 Man kann Proposition 10.2 auch ohne die Benutzung der Ver-
tauschungseigenschaft beweisen. Dazu zeigt man die allgemeinere Aussage
∀x ∈Z ∀n ∈N ∀s ∈Z : iter(n, s, λa. a·x) = s·xn . Beweisen Sie diese Aussage durch
Induktion.

2Der Lesbarkeit halber verzichten wir bei der Beschreibung von Schrittfunktionen mit der Lambda-
Notation auf die Angabe des Definitionsbereichs.
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Proposition 10.1 (Vertauschung) Sei X eine Menge. Dann gilt:
∀n ∈N ∀x ∈ X ∀ f ∈ X → X : iter(n +1, x, f )= f (iter(n, x, f )).

Beweis Durch Induktion über n ∈N. Fallunterscheidung.

Sei n = 0. Dann folgt mit der Definition von iter: iter(n +1, x, f ) =
iter(1, x, f ) = iter(0, f x, f ) = f x = f (iter(0, x, f )) = f (iter(n, x, f )).

Sei n > 0. Dann gilt:

iter(n +1, x, f ) = iter(n, f x, f ) Definition iter

= f (iter(n −1, f x, f )) Induktion für n −1

= f (iter(n, x, f )) Definition iter ■

Aufgabe 10.3 Zeigen Sie, dass iter und die unten definierte Prozedur iter′ semantisch
äquivalent sind.

iter′ : N×X × (X → X ) → X
iter′(0, x, f ) = x
iter′(n, x, f ) = f (iter′(n −1, x, f )) für n > 0

10.2.1 Iterative Bestimmung von Potenzen

Eine Potenz xn lässt sich ausgehend von 1 durch n-faches Multiplizieren mit x berech-
nen:

1 → x1 → x2 → x3 → . . . → xn

Diesen Algorithmus können wir mit iter und der Schrittfunktion2 λa. a·x formulieren.
Für den Beweis der Korrektheit benötigen wir Induktion und die Vertauschungseigen-
schaft von iter.

Proposition 10.2 ∀x ∈Z ∀n ∈N : xn = iter(n, 1, λa. a·x).

Beweis Sei x ∈Z und f = λa. a·x. Wir zeigen ∀n ∈N : iter(n,1, f ) = xn durch Induktion
über n ∈N. Für n = 0 folgt die Behauptung mit der Definition von iter. Für n ≥ 1 gilt:

iter(n,1, f ) = f (iter(n −1,1, f ) Proposition 10.1

= f (xn−1) Induktion für n −1

= xn−1 · x = xn Definition f ■

Aufgabe 10.4 Man kann Proposition 10.2 auch ohne die Benutzung der Ver-
tauschungseigenschaft beweisen. Dazu zeigt man die allgemeinere Aussage
∀x ∈Z ∀n ∈N ∀s ∈Z : iter(n, s, λa. a·x) = s·xn . Beweisen Sie diese Aussage durch
Induktion.

2Der Lesbarkeit halber verzichten wir bei der Beschreibung von Schrittfunktionen mit der Lambda-
Notation auf die Angabe des Definitionsbereichs.
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a) Konstruieren Sie eine Prozedur fibi : N×N×N→N, für die fibi(0,1,n −1) = fib n für
alle n ≥ 1 gilt. Die ersten beiden Argumente dienen dabei als Akkus.

b) Schreiben Sie in Standard ML eine Prozedur fib′, die Fibonacci-Zahlen mithilfe der
endrekursiven Prozedur fibi berechnet.

10.3 Unbestimmte Iteration

Neben bestimmter Iteration haben wir in § 3.3.2 ein weiteres endrekursives Rekursions-
schema kennengelernt, das als unbestimmte Iteration bezeichnet wird. Wir wollen jetzt
eine allgemeine Formulierung der unbestimmten Iteration betrachten, mit der wir unter
anderem größte gemeinsame Teiler berechnen können. Diese Version von unbestimm-
ter Iteration ist ausdrucksstärker als bestimmte Iteration. Der Preis für diese Ausdrucks-
stärke besteht darin, dass unbestimmte Iteration nicht generell terminiert. Für konkrete
Anwendungsfälle kann die Terminierung der unbestimmten Iteration jedoch durch In-
duktion bewiesen werden, womit wir wieder beim Thema dieses Kapitels wären.

Sei X eine Menge. Unbestimmte Iteration für X wendet eine Schrittfunktion f ∈ X → X
solange auf einen Anfangswert x ∈ X an, bis ein Wert erreicht wird, der eine Zielbedin-
gung p ∈ X →B erfüllt. Wir formulieren dieses Rekursionsschema mit einer höherstufi-
gen und endrekursiven Prozedur first:

first : (X →B)× (X → X )×X → X
first(p, f , x) = if p x then x else first(p, f , f x)

Da die Terminierung von first in erster Linie von der als Argument übergebenen Zielbe-
dingung abhängt, können keine allgemeinen Terminierungsaussagen über first gemacht
werden.3

Unbestimmte Rekursion ist dahingehend universell, dass mit ihr die Ergebnisfunktion
jeder endrekursiven Prozedur berechnet werden kann. Wir zeigen das am Beispiel der
Prozedur euclid aus Abbildung 9.1 auf S. 180. Die Ergebnisfunktion von euclid können
wir mit first wie folgt bestimmen:

euclid (x, y) = #1(first(p, f , (x, y))) für x, y ∈N

wobei p = λ(x, y) ∈N
2.(y = 0)

und f = λ(x, y) ∈N
2.(y, if y = 0 then 0 else x mod y)

Die Korrektheit dieser Konstruktion beweisen wir durch Induktion.

Proposition 10.3 ∀y ∈N ∀x ∈N : first(p, f , (x, y)) = (euclid (x, y), 0).

3Für Experten: Eine unbestimmte Iteration first p f s entspricht der folgenden While-Schleife:
x := s; while not px do x := f x.
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