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Mathematische Objekte als reine Mengen

» Boolesche Werte:
false: @
true: {o}

» Naturliche Zahlen:
0: o 2: {19}} 4. {i1o}1
1: {2} 3: {iig}}

» Zahlenmengen: NcZcR

B := {0, 1} Boolesche Werte

N :=1{0,1,2,...} Natiirliche Zahlen

N; :=1{1,2,3,...} Positive natiirliche Zahlen

7 =1...,-2,-1,0,1,2,...} Ganze Zahlen

R := Menge der reellen Zahlen Reelle Zahlen
» Paare:

(xy): {ixhix v}



Mathematische Prozeduren

» Eine (mathematische) Prozedur ist eine
Berechnungsvorschrift, die bei der Anwendung auf ein
Argument ein Ergebnis liefert.

» Mathematische Prozeduren sind mathematische Objekte,
die unabhangig von einer Programmiersprache existieren.
» Eine mathematische Prozedur ist gegeben durch
» den Namen der Prozeduir,
» den Argumentbereich,
» den Ergebnisbereich, und

» eine oder mehrere, eventuell rekursive, definierende
Gleichungen.



Terminierung

Sei p eine Prozedur X = Yund x € X.
Wir sagen, dass die Anwendung p x

» mit dem Ergebnis y terminiert (auch: fiir x mit y terminiert
oder fuir x das Ergebnis y liefert), wenn es ein
Ausfihrungsprotokoll gibt, das mit p x beginnt und mit y endet.

» divergiert, wenn es kein terminierendes
Ausfihrungsprotokoll gibt, das mit p x beginnt.

Der Definitionsbereich einer Prozedur p ist die Menge der
terminierenden Argumente:

Domp := {x € X | p terminiert fr x}



Terminierungsfunktion fur Prozeduren

» Eine Prozedur terminiert fur x genau dann,
wenn ihre Rekursionsrelation fur x terminiert.

» Eine Prozedur terminiert genau dann,
wenn ihre Rekursionsrelation terminiert.

» Eine Prozedur terminiert flr ein Argument genau dann,
wenn sie fur alle Folgeargumente terminiert.

» Eine Funktion f € X — N heil3t natiirliche
Terminierungsfunktion fur eine Prozedur p, wenn flr jeden
Rekursionsschritt (x,x") von p gilt: fx > fx!

» Proposition: Wenn fir eine Prozedur eine natlirliche
Terminierungsfunktion existiert, dann terminiert die
Prozedur fur alle Argumente.



Ergebnisfunktion

» Die Ergebnisfunktion einer Prozedur p:

{(x,y) | x€ Dom p und die Anwendung von p auf x liefert y}

» Eine Prozedur p berechnet eine Funktion f, wenn
Dom f < Dom p und
p fur jedes Argument x € Dom f das Ergebnis f x liefert.

» Die Prozedur p berechnet f also genau dann,
wenn f eine Teilmenge der Ergebnisfunktion ist.

» Die Ergebnisfunktion ist die grof3te Funktion,
die von p berechnet wird.

» Proposition: Sei p eine Prozedur, die eine Funktion f berechnet.
Dann ist f die Ergebnisfunktion von p genau dann,
wenn Dom f=Dom p.



Ergebnissatz, Korrektheitssatz

Satz (Ergebnis)

Die Ergebnisfunktion einer Prozedur p: X = Y ist eine Funktion

Domp — Y, die die definierenden Gleichungen von p
far alle x e Dom p erfullt.

Satz (Korrektheit)

Eine Prozedur p berechnet eine Funktion f, wenn die folgenden
Bedingungen erfullt sind:

1. Domf< Dom p und

2. ferfullt die definierenden Gleichungen von p.



Potenzen

» Prozedur p:
p:LxZxN—Z
pla,x,0)=a
pla,x,n)=pla-x,x,n—1) firn>0
» Funktion f:
feZxZxN—-Z7

fla,x,n)=a-x"

» Anwendung des Korrektheitssatzes:

» p terminiert:
Natlirliche Terminierungsfunktion: A(a,x,n) € ZxZ xN.n
daher: Domp =Dom f

» Aulerdem erflllt f die definierenden Gleichungen von p:
f(a,x,0) = a-x’=a

fla,x,n)=a-x"=a-x-x"1=fax,x,n-1) firn>0

» Damit folgt: p berechnet f.



Fakultaten

» Prozedur p:

p:N*— N fac:N— N
B fac0 =1
pla,0)=a facn=n-faccn—-1) flirn>0
pla,n)=pla-n,n—1) ftirn>0
» Funktion Facist die Ergebnisfunktion der
fe NN Prozedur fac.

fla,n)=a -fa?n
» Anwendung des Korrektheitssatzes:

1. pterminiert:
Natirliche Terminierungsfunktion: 1 (a,n) e N°.n
daher: Dom p =Dom f



Fakultaten

» Prozedur p:

p:N*— N ac:N — N

fo‘(i)fz::ln- acln—1) firn>0
pla,n)=pla-n,n—1) ftirn>0

» Funktion 1 faciist die Ergebnisfunktion der

eN2 o N Prozedur fac.
fla,n)=a -fa?n

» Anwendung des Korrektheitssatzes:
2. Die definierenden Gleichungen von p sind erfullt:

f(a,0)= a-fac0 =a
Def. f erste
definierende
Gleichung
von
fac



Fakultaten

» Prozedur p:
p:N*— N fac:N— N
acO=1

p(a,0) =a facn=n-facin—-1) firn>0

pla,n)=pla-n,n—1) ftirn>0
» Funktion f: faciist die Ergebnisfunktion der

eN2 o N Prozedur fac.
fla,n)=a -fa?n

» Anwendung des Korrektheitssatzes:
2. Die definierenden Gleichungen von p sind erfullt:

f(a,0)= a-fac0 = a

f(a,n) = a-fa?n — a-n-j/fa?(n— 1) = f(a-n,n-1) fuirn>0
Def.f  zweite Def. f
definierende
Gleichung
von

fac



Gauflsche Formel

n
Gauflsche Formel: 0+1---+n= E(n+ 1) fiirneN

» Linke Seite: Prozedur sum:
sum:N — N
sumQ0=0
sumn=sumn—-1)+n firn>0

» Rechte Seite: Funktion f;
feN—-N

fn= g(n +1)
» Anwendung des Korrektheitssatzes:

1. sum terminiert: natlrliche Terminierungsfunktion AneN. n
daher: Dom sum =Dom f



Gauflsche Formel

n
Gauflsche Formel: 0+1---+n= E(n+ 1) fiirneN

» Linke Seite: Prozedur sum:
sum :N — N

» Rechte Seite: Funktion f;
eN — N

» Anwendung des Korrektheitssatzes:
2. ferflllt die definierenden Gleichungen von sum:
0
fO= ,0+1)=0

e =24
n—2n = 5 F1)n

(m=1+D)+n=Ffn-1)+n firn>0
2 Def. f




Erweiterungssatz

» Eine Prozedur p erweitert eine Prozedur g, wenn jede
Anwendungsgleichung fur g bis auf den Prozedurnamen eine
Anwendungsgleichung fir p ist.

» Beispiel: fac’ erweitert fac.

fac:N— N ,
fac0 =1 fac 7 — 7
facn=n-facn-1) firn>0  fac x=if x=0then1else x - fac'(x —1)

Satz (Erweiterung)
Wenn eine Prozedur p eine Prozedur g erweitert, gilt

1. Der Argumentbereich von g ist eine Teilmenge des
Argumentbereichs von p.

2. Jedes Ausflihrungsprotokoll fur g ist ein Ausfuhrungsprotokoll fir p
(bis auf den Prozedurnamen).

3. Terminiert g fur x mit dem Ergebnis y, so gilt dies auch fur p.



Semantische Aquivalenz

» Zwei Prozeduren heil3en semantisch aquivalent, wenn sie denselben
Argumentbereich und dieselbe Ergebnisfunktion haben.

» Proposition: Wenn sich zwei Prozeduren wechselseitig erweitern,
dann sind sie semantisch aquivalent. Die Umkehrung gilt nicht.

» Beispiele:

» semantisch aquivalent, wechselseitige Erweiterung

fib:N— N fib' :N— N
fibn=ifn<2thennelsefib(n—1)+fib(n-2) fih n=n firn<?2
fit n=fi(n-1)+fib(n-2) firn=2

» semantisch aquivalent, keine wechselseitige Erweiterung

q:N—N
gn=itn=0thenO0else g(n—1)



Kapitel 10
Induktive
Korrektheitsbeweise



Induktion

Behauptung VneN: n<2”.

Beweis Durch Induktion tiber n € N. Wir unterscheiden drei Falle.
Sein=0. Dannn=0<1=2%=2",
Sein=1. Dannn=1<2=21 =27,

Sei n = 2. Durch Induktion haben wir einen Beweis fiir n — 1 < 2”1, Also gilt:

2" = 2.2
>2(n—-1) Induktion fiir n — 1
=—n+(n-2)

>n n=2



Induktion

Behauptung VneN: n<2”.

Bewelis _ Wir unterscheiden drei Falle.

Sein=0. Dannn=0<1=2%=2"

Sein=1. Dannn=1<2=2!=2"

Sei n = 2. Durch Induktion haben wir einen Beweis fiir n — 1 < 2”1, Also gilt:
2" = 2.2

>2(n—1)
=n+(n-2)

>n n=2

- Beweis durch Induktion uiber ...
- Induktion fiuir...




Induktion

Behauptung Jede nattirliche Zahl n = 2 kann als Produkt von Primzahlen dargestellt
werden.

Beweis _Wir unterscheiden zwei Fille.

n ist eine Primzahl. Dann ist die Behauptung trivial.

n ist keine Primzahl. Dann gibtes a,beNmitn=a-bund2<a,b < n. Mit-

_folgt, dass a und b als Produkte von Primzahlen darstellbar sind. Also ist
n = ab als Produkt von Primzahlen darstellbar.




Vollstandige Induktion

» Sei vneN:: A(n) eine allquantifizierte Aussage
uber die naturlichen Zahlen.

» Um die allguantifizierte Aussage zu beweisen, zeigen wir

» den Induktionsanfang: A(O)

» den Induktionsschritt: vne N: A(n) = A(n+1).
A(n) heil3t Induktionshypothese

» Vollstandige Induktion:

(A(0) A vneN:A(n) = An+1)) = vneN:A(n)
I —
Induktionsschritt

Induktionsanfang



Vollstandige vs. wohlfundierte Induktion

Vollstandige Induktion Wohlfundierte Induktion

| N
SN
| \

|

(A(0) A YneN:A(n)= A(n+1)) (VxeX (vye X: x>y=A(y))=A(x))
= vnheN:A(nh) = VxeX: A(x)



Wohlfundierte Induktion (Noethersche Induktion)

» Sei vxeX: A(x) eine allquantifizierte Aussage uUber eine Menge X.

» Eine Induktionsrelation > ist eine terminierende Relation auf X.
Um die allquantifizierte Aussage zu beweisen, zeigen wir

den Induktionsschritt:
fur jedes Argument x folgt aus der Tatsache,

dass flr jedes kleinere Argument y A(y) gilt, dass A(x) qgilt.

» Wohlfundierte Induktion:

(WxeX (Vye X: x>y=A(y))=AX)) = vxeX: Ax)
- - - 1

Induktionsschritt



| l,‘c’l:/
33

. Amalie ,Emmy” Noether
AL (1882 -1935)

a I "E
Yid SR A



Naturliche vs. strukturelle Induktion

» Wenn es sich bei der Induktionsrelation um Ter handelt,
sprechen wir von naturlicher Induktion.

Ter := {(x,y) e N“ | x>y}

» Wenn es sich bei der Induktionsrelation um
eine strukturelle Relation handelt,
sprechen wir von struktureller Induktion.
Dazu spater mehr.



Ist der folgende Beweis fuir die Behauptung
"fur alle n: 2" = 1" korrekt?

Beweis durch Induktion uber n=0. Wir unterscheiden zwei Falle.

Sei n=0: Dann 20 =1.
Sein>0:Dann 2n= (21 x2n1) /2nr2=(1x1)/2"2=1/1=1.




Beispiel: sum

sum: (N=N)x N — N

sum(fn)=1f0 fir n<1
sum(fn)=sum(f n-1)+fn  flrn>1

N

Behauptung: vneN: sum(f,n) = gofi
|=

Beweis durch Induktion Uber neN. Wir unterscheiden zwei Falle.
0

Sein=0. sum(f0)=f0=3 fi Definition sum
i=0

Sein>0. sum(fn)=sum (f n-1)+fn  Definition sum

-1
Induktion fur n-1 :'.720 fi+fn
[=

n
=> fi
=0



Bestimmte Iteration

iter: (NxXx(X—= X)) 2 X
iter (Oxf)=x
iter (nx,f) =iter (n-1,fx f)  flr n>0

Schrittfunktion

iter(3, x, ) =iter(2, fx, [)
=iter(1, f(fx), f)
= iter(0, f(f(fx)), )
= f(f(fx))



Terminiert die mathematische
Prozedur iter?
iter: (NxXx(X—=>X)) =X

iter (Oxf)=x
iter (n,x,f) =iter (n-1,fx f)  flr n>0




Bestimmte Iteration

iter: (NxXx(X—= X)) 2 X
iter (Oxf)=x
iter (nx,f) =iter (n-1,fx f)  flr n>0

Schrittfunktion

Wichtiger Unterschied zur konkreten Prozedur iter aus Vorlesung 5:
» Das Argument fder mathematischen Prozedur ist eine Funktion.

» Im Gegensatz dazu wird der konkreten Prozedur eine Prozedur
ubergeben. Wenn die Schrittprozedur divergiert, divergiert auch das
konkrete iter. Die mathematische Prozedur terminiert immer!



Bestimmte Iteration

iter: (NxXx(X—= X)) 2 X
iter (Oxf)=x
iter (nx,f) =iter (n-1,fx f)  flr n>0

Behauptung: (Vertauschungseigenschaft von iter)
VneN VxeX VfeX—X: iter(n+1,x, )= f(iter(n, x, [)).

Beweis durch Induktion uber neN. Wir unterscheiden zwei Falle.
Sein=0. SeixeX beliebig, sei f e XX beliebig.

iter(n+1, x, f)=iter(1, x, f) =iter(0, fx, f)=fx
= f(iter(0, x, f)) = f(iter(n, x, [))

Sein>0. SeixeX beliebig, sei f e X— X beliebig.

iter(n+1, x, f) =iter(n, fx, f) Definition iter
= f(iter(n—1, fx, )) Induktion fiirn—1
= f(iter(n, x, f)) Definition iter
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